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Τελική Εξέταση - Σχόλια και Λύσεις

Προφανώς δεν µπορούν να υπάρξουν αναλυτικές λύσεις καθώς ο/η καθένας/καθεµιά σας είχε γραπτό ϑεµάτων που
διέφερε µε των υπολοίπων είτε στην αρίθµηση των ϑεµάτων είτε στα δεδοµένα τους - είναι ένας τρόπος διασφάλισης
της αδιαβλητότητας της εξέτασης : διαφορετικά ϑέµατα για σχεδόν όλους/ες, στην ίδια όµως ϕιλοσοφία για να µην
υπάρξουν αδικίες.

Σε αυτό το κείµενο ϑα συζητήσουµε για τις λύσεις και τη ϕιλοσοφία των ϑεµάτων χωρίς να προχωρήσουµε σε ακρι-
ϐείς λύσεις (πλην µερικών ϑεµάτων).

Η αρίθµηση των ϑεµάτων είναι τυχαία.

Θέµα 1 - Μετασχηµατισµός Fourier

Θέµα της µορφής: Υπολογίστε το µετασχ. Fourier του σήµατος

x(t) = αδ(t) + βδ(t− t1) + γδ(t− t2) + εδ(t+ t3) (1)

Προσθέστε ένα σήµα y(t) ώστε το άθροισµα να έχει µετασχ. Fourier µια πραγµατική συνάρτηση του f για κάθε
f ∈ R, και το άθροισµα να περιέχει τουλάχιστον τους όρους του x(t) που προκύπτουν από την αντικατάσταση των
α, β, γ, ε, t1, t2, t3.

Λύση:
Ανεξαρτήτως των τιµών των σταθερών α, β, γ, ε, t1, t2, t3 ο µετασχ. Fourier είναι µιγαδικός, και είναι

X(f) = α+ βe−j2πft1 + γe−j2πft2 + εej2πft3 (2)

Για να είναι πραγµατικό το άθροισµά του µε ένα σήµα y(t) πρέπει το y(t) να είναι τέτοιο ώστε να υλοποιεί τις σχέσεις
του Euler και να δίνει ηµιτονοειδή αθροίσµατα. ΄Αρα

Y (f) = βej2πft1 + γej2πft2 + εe−j2πft3 (3)

κι έτσι

X(f) + Y (f) = α+ βe−j2πft1 + γe−j2πft2 + εej2πft3 + βej2πft1 + γej2πft2 + εe−j2πft3 (4)
= α+ 2β cos(2πt1f) + 2γ cos(2πt2f) + 2ε cos(2πt3f) (5)

που είναι πραγµατική συνάρτηση του f . Οπότε

y(t) = βδ(t+ t1) + γδ(t+ t2) + εδ(t− t3) (6)

Λύσεις όπως Y (f) = X∗(f) ή αν προσθέσετε και κάποια σταθερά ζ µαζί µε την α στην επιλογή του Y (f), ϑεωρούνται
σωστές.

Θέµα 2 - Συντελεστές Fourier

Θέµα της µορφής: Υπολογίστε τους συντελεστές Fourier Xk, k 6= 0 για το περιοδικό σήµα του οποίου µια περίοδος
ϕαίνεται στο Σχήµα 1.
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Σχήµα 1: Συντελεστές Fourier του σήµατος.

Λύση:
Είτε αυτό το σχήµα είχατε είτε κάποια καθυστέρηση-προήγησή του κατά T/2 ή χρονική αναστροφή του, η προσέγγιση
είναι η ίδια. ΄Εχουµε ένα σήµα που αποτελείται από πλάγια τµήµατα, οπότε η απευθείας εύρεση των Xk µε τον ορισµό
will take forever. Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε ιδιότητες. Η καλύτερη λύση είναι να ϐρούµε τους συντελεστές µέσω
του µετασχ. Fourier της µιας περιόδου που ϐλέπουµε στο σχήµα. Με άλλα λόγια

Xk =
1

T
X(f)

∣∣∣
f=k/T

(7)

΄Οµως και ο µετασχ. Fourier περιλαµβάνει ολοκλήρωση κατά παράγοντες, οπότε για να γλιτώσουµε χρόνο ϑα χρησι-
µοποιήσουµε την ιδιότητα της παραγώγισης

x′(t)←→ j2πfX(f) = F{x′(t)} =⇒ X(f) =
1

j2πf
F{x′(t)} (8)

Παραγωγίζοντας το σήµα έχουµε

x′(t) =
A

2
δ(t+ T/2) +

A

T
rect

( t+ T/4

T/2

)
−Aδ(t) +

A

T
rect

( t− T/4
T/2

)
− A

2
δ(t− T/2) (9)

µε µετασχ. Fourier

F{x′(t)} =
A

2
ej2πfT/2 − A

2
e−j2πfT/2 +

A

T

T

2
sinc(fT/2)ej2πfT/4 −A+

A

T

T

2
sinc(fT/2)e−j2πfT/4 (10)

δηλ.

F{x′(t)} = jA sin(πfT )−A+
A

2
sinc(fT/2)2 cos(πfT/2) (11)

= jA sin(πfT )−A+Asinc(fT/2) cos(πfT/2) (12)

΄Οµως το παραπάνω ισούται µε

jA sin(πfT )−A+Asinc(fT/2) cos(πfT/2) = j2πfX(f) (13)

οπότε
X(f) =

1

j2πf
(jA sin(πfT )−A+Asinc(fT/2) cos(πfT/2)) (14)
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∆ειγµατοληπτώντας ανά k/T και πολλ/ζοντας µε 1/T , έχουµε

Xk =
1

T

1

j2π kT

(
jA sin

(
π
k

T
T

)
−A+Asinc

(
k

T

T

2

)
cos

(
π
k

T

T

2

))
(15)

=
1

j2πk

(
jA sin

(
πk
)
−A+Asinc

(
k

2

)
cos

(
π
k

2

))
(16)

Ο όρος sin(πk) = 0 και ο όρος sinc(k/2) cos(πk/2) = 0, για κάθε k ∈ Z− {0}, αφού

sinc(k/2) =
sin(πk/2)

πk/2
= 0, k άρτιος (17)

cos(πk/2) = 0, k περιττός (18)

΄Αρα τελικά

Xk = − A

j2πk
=

jA

2πk
, k ∈ Z− {0} (19)

Οποιοσδήποτε άλλος τρόπος καταλήγει στο ίδιο αποτέλεσµα ϑεωρείται σωστός. Οι παραλλαγές του ϑέµατος αυτού
είχαν να κάνουν µε ολίσθηση (οπότε ϑα πολλαπλασιάζατε το παραπάνω µε e±j2πk/T t0 ) ή µε χρονική αντιστροφή (οπότε
ϑα ϑέτατε όπου k το −k). ΄Οµως δεν είναι απαραίτητο να ϑεωρήσετε ως ‘‘βάση’’ των αποτελεσµάτων σας το παραπάνω
σχήµα. ΄Ετσι, οποιαδήποτε σωστή λύση όµως είναι έγκυρη, ανεξαρτήτως αν συµφωνεί µε την παραπάνω διαδικασία, τα
όσα αναφέρθηκαν στη µικρή αυτή παράγραφο, ή αν χρησιµοποιεί εξάρχής τον ορισµό. Επίσης, αν σχεδιάσετε πλήρως
το περιοδικό σήµα, µπορείτε να ϐρείτε ϐολικότερες περιόδους στις οποίες µπορείτε να δουλέψετε (π.χ. x(t) = A

T t, 0 <
t < T , για το συγκεκριµένο παράδειγµα, απ΄ όπου προκύπτει µόνο µια κατά παράγοντες ολοκλήρωση ή µια µόνο
συνάρτηση ∆έλτα στην παραγώγιση).

Θέµα 3 - Συσχετίσεις και Πυκνότητες

Θέµα της µορφής: η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης φx(τ) ενός σήµατος περιγράφεται από τη σχέση

φx(τ) = αg
(βτ
γ

)
+ ζs

(ητ
µ

)
(20)

µε g(), s() γνωστές συναρτήσεις (παλµοί ή συναρτήσεις sinc()) κι α, β, γ, ζ, η, µ σταθερές που προκύπτουν απ΄το ΑΜ
σας. Ζητείται η τιµή της ϕασµατικής πυκνότητας ενέργειας για f = 0.

Λύση:
Η ϕασµατική πυκνότητα ενέργειας Φx(f) είναι ο µετασχ. Fourier της αυτοσυσχέτισης, οπότε µπορούσατε εύκολα να
ϐρείτε το Φx(f) µε χρήση των

αtri(βτ/γ)←→ α
γ

β
sinc2

(γ
β
f
)

(21)

αrect(βτ/γ)←→ α
γ

β
sinc

(γ
β
f
)

(22)

και των δυικών τους. Η τιµή της για f = 0 δίνεται εύκολα, αφού η ϕασµατική πυκνότητα ενέργειας για αυτήν την τιµή
ϑα αποτελείται εν τέλει από τιµές της µορφής

Atri(0) = A , Arect(0) = A , Asinc2(0) = A (23)

Οπότε αρκούσε να προσθέσετε κάποιες σταθερές. ΄Ηταν κοντά σε ϕιλοσοφία µε την ΄Ασκηση 1 της 6ης Σειράς Ασκήσεων.
Λύσεις που ϐασίζονται στη σχέση

Φx(0) =

∫ +∞

−∞
φx(t)dt (24)
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και υπολογίζουν τις επιφάνειες κάτω από τις γραφικές παραστάσεις ϑεωρούνται σωστές.

Θέµα 4 - Μετασχηµατισµός Fourier

Θέµα της µορφής:

(αʹ) ∆είξτε ότι

F−1{sinc2(f) ∗ sinc(f)} =
1

2
rect(t) +

1

2
tri(2t) (25)

(ϐʹ) ∆είτε το Σχήµα 2.

Σχήµα 2: Θέµα 4.

΄Ενα σήµα x(t) έχει µετασχ. Fourier X(f) όπως στο Σχήµα (α). ΄Εχετε στη διάθεση σας όλα τα ιδανικά ϕίλτρα
επιλογής συχνοτήτων - επιλέξτε ένα από αυτά και χρησιµοποιήστε το για να αποκτήσετε από το x(t) ένα νέο σήµα
y(t) µε µετασχ. Fourier Y (f) όπως στο Σχήµα (ϐ). Βρείτε το σήµα y(t) στο πεδίο του χρόνου.

Λύση: Αυτό το ϑέµα ήταν κοινό για όλους/ες και µάλλον το πιο δύσκολο ϑέµα της εξέτασης.

(αʹ) Είναι

F−1{sinc2(f) ∗ sinc(f)} = F−1{sinc2(f)}F−1{sinc(f)} = tri(t)rect(t) (26)

από γνωστά Ϲεύγη και από το γεγονός ότι συνέλιξη στη συχνότητα αντιστοιχεί σε γινόµενο στο χρόνο. Σχεδιάζοντας
στο χαρτί το παραπάνω γινόµενο καταλήγετε στο ότι το σχέδιο που προκύπτει µπορεί να γραφεί ως

1

2
rect(t) +

1

2
tri

(
t
1
2

)
=

1

2
rect(t) +

1

2
tri(2t) (27)

(ϐʹ) Το σχήµα (ϐ) µπορεί να προκύψει αν εφαρµόσουµε ένα υψιπερατό ϕίλτρο στο σχήµα (α) µε συχνότητα αποκοπής
fc = 1/2 Hz. Το υψιπερατό ϕίλτρο ϑα είναι της µορφής

Hhp(f) = 1− rect(f)←→ hhp(t) = δ(t)− sinc(t) (28)

Θα είναι τότε

Y (f) = X(f)H(f) = tri(f)H(f)←→ y(t) = sinc2(t) ∗ (δ(t)− sinc(t)) (29)

= sinc2(t)− sinc2(t) ∗ sinc(t) (30)
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Η συνέλιξη sinc2(t) ∗ sinc(t) µπορεί να υπολογιστεί από το (α) ερώτηµα. Ο µετασχ. Fourier της συνέλιξης είναι

F{sinc2(t) ∗ sinc(t)} = tri(f)rect(f) =
1

2
rect(f) +

1

2
tri(2f) (31)

και από την ιδιότητα της δυικότητας και γνωστά Ϲεύγη ϑα είναι

sinc2(t) ∗ sinc(t) =
1

2
sinc(t) +

1

4
sinc2(t/2) (32)

Οπότε τελικά

y(t) = sinc2(t)− 1

2
sinc(t)− 1

4
sinc2

( t
2

)
(33)

Η απάντηση δεν είναι µοναδική - µπορεί να χρησιµοποιηθεί και ένα Ϲωνοπερατό ϕίλτρο για τις απαιτήσεις της
εκφώνησης - αλλά δεν µπορείτε να χρησιµοποιήσετε το (α) ερώτηµα για να το ϕέρετε σε µια κοµψή απάντηση ως
άθροισµα απλών σηµάτων. Παρ΄ όλα αυτά, µια τέτοια λύση ϑεωρείται σωστή.

Θέµα 5 - ∆ειγµατοληψία

Θέµα της µορφής: ΄Ολα τα σήµατα στη ϕύση είναι πεπερασµένης διάρκειας, άρα έχουν ϕασµατικό περιεχόµενο άπειρης
διάρκειας. Ως εκ τούτου, δεν µπορεί να οριστεί η µέγιστη συχνότητα µη µηδενικού πλάτους στο ϕάσµα τους. Για το
γνωστό σας Ϲεύγος

Atri
( t
T

)
←→ AT sinc2(fT )

µπορούµε να ορίσουµε ως µέγιστη συχνότητα τη συχνότητα του τρίτου ϑετικού µηδενισµού, f = 3/T , του ϕάσµατος
πλάτους του µετασχηµατισµού, µε το σκεπτικό ότι πάνω από το 95% της ενέργειας του σήµατος ϐρίσκεται στο διάστηµα
[−3/T, 3/T ] Hz. Θέλουµε να δειγµατοληπτήσουµε τη συνάρτηση αυτοσυσχέτισης

φx(τ) = α cos(2πβf0τ)tri
(γτ
ε

)
ενός σήµατος x(t). Με ϐάση τα παραπάνω, ποιός είναι ο ϱυθµός Nyquist για τη συνάρτηση αυτοσυσχέτισης ;

Λύση: Για τον τριγωνικό παλµό ϑα έχουµε

αtri
(γτ
ε

)
←→ α

ε

γ
sinc2

( ε
γ
f
)

(34)

ενώ για το συνηµίτονο ϑα έχουµε

cos(2πβf0t)←→
1

2
δ(f − βf0) +

1

2
δ(f + βf0) (35)

από γνωστά Ϲεύγη. Το γινόµενο των παραπάνω ϑα είναι η συνέλιξη του µετασχ. Fourier τους, οπότε

Φx(f) = α
ε

γ
sinc2

( ε
γ
f
)
∗
(1

2
δ(f − βf0) +

1

2
δ(f + βf0)

)
(36)

=
α

2

ε

γ
sinc2

( ε
γ

(f − βf0)
)

+
α

2

ε

γ
sinc2

( ε
γ

(f + βf0)
)

(37)

Οπότε έχουµε δυο παλµούς sinc2() γύρω από τις συχνότητες f ± βf0. Οι ϑετικοί µηδενισµοί για τον παλµό µε κέντρο
τη µεγαλύτερη συχνότητα (f = βf0) ϑα γίνεται όταν

sin
(
π
ε

γ
(f − βf0)

)
= 0⇐⇒ sin

(
π
ε

γ
(f − βf0)

)
= sin(πk) =⇒ π

ε

γ
(f − βf0) = πk (38)

f − βf0 =
kγ

ε
(39)

f = βf0 +
kγ

ε
(40)
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µε k ∈ Z+. Ο τρίτος ϑετικός µηδενισµός για τον παλµό αυτό συµβαίνει για k = 3, οπότε

f3 = βf0 + 3
γ

ε
(41)

Αυτή ϑα ϑεωρήσουµε ως µέγιστη συχνότητα του σήµατος και άρα ο ϱυθµός Nyquist ϑα είναι

2f3 = 2βf0 + 6
γ

ε
(42)

Θέµα 6 - Συνέλιξη

Θέµα της µορφής: Υπολογίστε τη συνέλιξη των σηµάτων

x(t) = e−a(t+t0)u(t+ t0) (43)

y(t) = e−b(t−t0)u(t− t0) (44)

µε a, b ∈ R+, για διάφορες τιµές του t0 που σας δόθηκαν.

Λύση: Μπορείτε να τη λύσετε µε τρεις τρόπους : στο χρόνο (δε χρειάζεται γράφηµα για τις περιπτώσεις, η αλγεβρική
λύση ϑα σας ϐολέψει), στο χώρο του Fourier (αφού είναι σήµατα ενέργειας), και στο χώρο του Laplace. ΄Εστω ότι
χρησιµοποιούµε το χώρο του Laplace. Είναι

cxy(t) = x(t) ∗ y(t)←→ Cxy(s) = X(s)Y (s) (45)

µε

X(s) = L{x(t)} =
1

s+ a
est0 , σ > −a (46)

Y (s) = L{y(t)} =
1

s+ b
e−st0 , σ > −b (47)

οπότε

Cxy(s) = X(s)Y (s) =
1

(s+ a)(s+ b)
=

A

s+ a
+

B

s+ b
(48)

µε

A = Cxy(s)(s+ a)
∣∣∣
s=−a

=
1

s+ b

∣∣∣
s=−a

=
1

b− a
(49)

B = Cxy(s)(s+ b)
∣∣∣
s=−b

=
1

s+ a

∣∣∣
s=−b

=
1

a− b
(50)

Βλέπετε ότι τα ±t0 έχουν εξαφανιστεί - ουσιαστικά λοιπόν όλοι/ες είχατε την ίδια άσκηση, δηλ. πρέπει να καταλήξατε
στο ίδιο αποτέλεσµα. ΄Ετσι

Cxy(s) =
1

b− a
1

s+ a
+

1

a− b
1

s+ b
(51)

και γυρίζοντας πίσω στο χρόνο

cxy(t) =
1

b− a
e−atu(t) +

1

a− b
e−btu(t) =

1

b− a

(
e−at − e−bt

)
u(t) (52)

Παραθέτω και τη λύση στο πεδίο του χρόνου για οποιαδήποτε τιµή του t0. Είναι

cxy(t) =

∫ +∞

−∞
x(τ)y(t− τ)dτ =

∫ +∞

−∞
e−a(τ+t0)u(τ + t0)e

−b(t−τ−t0)u(t− τ − t0)dτ (53)

= e−at0e−b(t−t0)
∫ +∞

−∞
e−aτebτu(t− τ − t0)u(τ + t0)dτ (54)

= e−at0−b(t−t0)
∫ +∞

−∞
e−aτebτu(t− τ − t0)u(τ + t0)dτ (55)
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Για το γινόµενο u(t− τ − t0)u(τ + t0) έχουµε

u(τ + t0) =

{
1, τ + t0 > 0
0, αλλού

=

{
1, τ > −t0
0, αλλού

(56)

u(t− τ − t0) =

{
1, t− τ − t0 > 0
0, αλλού

=

{
1, τ < t− t0
0, αλλού

(57)

΄Ετσι,

cxy(t) = e−at0−b(t−t0)
∫ +∞

−∞
e−aτebτu(t− τ − t0)u(τ + t0)dτ (58)

= e−at0−b(t−t0)
∫ t−t0

−t0
e−aτebτdτ (59)

= e−at0−b(t−t0)
∫ t−t0

−t0
e(b−a)τdτ (60)

= e−at0−b(t−t0)
1

b− a
e(b−a)τ

∣∣∣t−t0
−t0

(61)

=
1

b− a
e−at0−b(t−t0)

(
e(b−a)(t−t0) − e−(b−a)t0

)
(62)

=
1

b− a

(
e(b−a)(t−t0)−at0−b(t−t0) − e−(b−a)t0−at0−b(t−t0)

)
(63)

=
1

b− a

(
e−at − e−bt

)
(64)

για −t0 < τ < t− t0 ⇐⇒ t > 0, δηλ.

cxy(t) =
1

b− a

(
e−at − e−bt

)
u(t) (65)

Θέµα 7 - Σωστό ή λάθος ;

Θέµα της µορφής: Αν ένα ΓΧΑ σύστηµα έχει συνάρτηση µεταφοράς H(s) µε έναν πόλο στο s = α και έναν πόλο στο
s = β, και κανέναν άλλο πόλο, τότε το σύστηµα αυτό µπορεί να είναι ευσταθές και αιτιατό. Τεκµηριώστε την απάντηση
σας.

ή

Αν ένα ΓΧΑ σύστηµα έχει συνάρτηση µεταφοράς H(s) µε έναν πόλο στο s = α και έναν πόλο στο s = β, και κανέναν
άλλο πόλο, τότε αν το σύστηµα είναι ευσταθές ϑα είναι και αιτιατό. Τεκµηριώστε την απάντηση σας.

Λύση: Και τα δυο είδη εκφωνήσεων στοχεύουν να δουν αν γνωρίζετε τις έννοιες τις ευστάθειας και της αιτιατότητας
σε σχέση µε ένα διάγραµµα πόλων µηδενικών. Αν έχετε µόνο δυο πόλους α, β, τότε υπάρχουν οι εξής περιπτώσεις :

• Βρίσκονται και οι δυο στο αριστερό µιγαδικό ηµιεπίπεδο: το σύστηµα µπορεί να είναι ευσταθές και αιτιατό,
αν επιλέξουµε πεδίο σύγκλισης σ > max{α, β}, καθώς αυτό είναι δεξιόπλευρο και περιλαµβάνει το ϕανταστικό
άξονα. Επίσης, αν το σύστηµα είναι ευσταθές, δηλ. το πεδίο σύγκλισης περιλαµβάνει το ϕανταστικό άξονα, τότε
αναγκαστικά ϑα είναι και αιτιατό. Αυτό γιατί η περίπτωση της ευστάθειας είναι η σ > max{α, β}, που αποτελεί
πεδίο σύγκλισης αιτιατού συστήµατος.

• Βρίσκονται ο ένας στο αριστερό µιγαδικό ηµιεπίπεδο και ο άλλος επάνω στο ϕανταστικό άξονα, δηλ. στο (0, 0): το
σύστηµα δεν µπορεί να είναι ευσταθές και αιτιατό, καθώς υπάρχει πόλος επάνω στο ϕανταστικό άξονα. Μπορεί
να είναι αιτιατό, αν σ > 0 αλλά δεν µπορεί να είναι ευσταθές σε καµία περίπτωση.
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• Βρίσκονται ο ένας στο δεξί κι ο άλλος στο αριστερό ηµιεπίπεδο. Σε αυτήν την περίπτωση, το σύστηµα δεν µπορεί
να είναι ευσταθές και αιτιατό, καθώς για την ευστάθεια απαιτείται η συµπερίληψη του ϕανταστικού άξονα στο
πεδίο σύγκλισης. Τέτοιο πεδίο σύγκλισης είναι το min{α, β} < σ < max{α, β}, που αντιστοιχεί σε µη-αιτιατό
(αµφίπλευρο) σήµα. ΄Αρα αν είναι ευσταθές, δε ϑα είναι αιτιατό.

• Βρίσκονται ο ένας επάνω στο ϕανταστικό άξονα, δηλ. στο (0, 0), και ο άλλος στο δεξιό µιγαδικό ηµιεπίπεδο: το
σύστηµα δεν µπορεί να είναι ευσταθές και αιτιατό, καθώς υπάρχει πόλος επάνω στο ϕανταστικό άξονα. Μπορεί
να είναι αιτιατό, αν σ > α (αν α 6= 0) αλλά δεν µπορεί να είναι ευσταθές σε καµία περίπτωση.

• Βρίσκονται και οι δυο στο δεξιό µιγαδικό ηµιεπίπεδο: το σύστηµα δεν µπορεί να είναι ευσταθές και αιτιατό,
καθώς για να είναι ευσταθές ϑα επιλέξουµε πεδίο σύγκλισης σ < min{α, β}, καθώς αυτό είναι αριστερόπλευρο
και περιλαµβάνει το ϕανταστικό άξονα. Οπότε δεν µπορεί να είναι αιτιατό. Επίσης, αν το σύστηµα είναι ευσταθές,
δηλ. το πεδίο σύγκλισης περιλαµβάνει το ϕανταστικό άξονα, τότε αναγκαστικά δε ϑα είναι και αιτιατό, για τους
παραπάνω λόγους.

Η εκφώνηση που είχατε στα χέρια σας λύνεται µόνο µε ένα από τα παραπάνω bullets. Απλώς η παραπάνω ανάλυση
περιλαµβάνει την απάντηση για κάθε Ϲεύγος πραγµατικών πόλων.

Θέµα 8 - Συστήµατα στο Laplace Ι

Θέµα της µορφής: Σας δίνεται το ΓΧΑ σύστηµα µε διάγραµµα πόλων-µηδενικών του Σχήµατος

(αʹ) Ποιά τα πιθανά πεδία σύγκλισης της συνάρτησης µεταφοράς ;

(ϐʹ) Υπάρχει σύστηµα αιτιατό και ευσταθές µε αυτό το διάγραµµα πόλων-µηδενικών ; Εξηγήστε (χωρίς να το ϐρείτε).

(γʹ) Αν Hi(s) = 1/H(s), µε H(s) τη συνάρτηση µεταφοράς της οποίας το διάγραµµα πόλων-µηδενικών σας δίνεται,
ϐρίτε µια έκφραση για το Hi(s).

ή

Αν µετατρέψετε τους πόλους σε µηδενικά και τα µηδενικά σε πόλους, υπάρχει σύστηµα αιτιατό και ευσταθές µε το
διάγραµµα που προκύπτει ; Εξηγήστε (χωρίς να το ϐρείτε).

Λύση: Υπήρχαν διαφορετικά διαγράµµατα για τον καθένα σας, ενώ άλλαζε και το (γ) ερώτηµα, αλλά ουσιαστικά
εξετάζει το ίδιο πράγµα.

(αʹ) Τα πιθανά πεδία σύγκλισης είναι τα :

• σ < s1

• s1 < σ < s4

• s4 < σ < <{s2}
• σ > <{s2}
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(ϐʹ) Για να είναι ευσταθές, ϑα πρέπει να περιλαµβάνεται ο ϕανταστικός άξονας, οπότε τέτοιο πεδίο σύγκλισης είναι µόνο
το s1 < σ < s4, το οποίο όµως αντιστοιχεί σε αµφίπλευρο/µη-αιτιατό σήµα, άρα δεν υπάρχει αιτιατό και ευσταθές
σύστηµα µε αυτό το διάγραµµα.

(γʹ) Είναι

H(s) = A
(s− s6)(s− s3)(s− s5)

(s− s1)(s− s4)(s− s2)(s− s∗2)
(66)

και έτσι
Hi(s) = 1/H(s) =

1

A

(s− s1)(s− s4)(s− s2)(s− s∗2)
(s− s6)(s− s3)(s− s5)

(67)

ή

Αν αλλάξουµε τους πόλους µε τα µηδενικά, τότε οι πόλοι ϐρίσκονται στις ϑέσεις s = s6, s = s3, s = s5. Αφού
υπάρχει πόλος επάνω στο ϕανταστικό άξονα (s = s3), το σύστηµα δεν µπορεί να είναι ευσταθές σε καµία περίπτωση.

Θέµα 9 - Συστήµατα στο Laplace ΙΙ

Θέµα της µορφής: Σας δίνεται το ΓΧΑ σύστηµα µε διάγραµµα πόλων-µηδενικών του Σχήµατος

για το οποίο σας δίνεται επιπλέον ότι H(0) = α.

(αʹ) Βρείτε τη συνάρτηση µεταφοράς του συστήµατος, H(s).

(ϐʹ) Βρείτε την κρουστική απόκριση του συστήµατος αν το σύστηµα είναι αιτιατό/αντιαιτιατό/µη-αιτιατό.

(γʹ) Αν το σύστηµα είναι αιτιατό/αντιαιτιατό/µη-αιτιατό, µπορείτε να υπολογίσετε την απόκριση σε συχνότητα από τη
συνάρτηση µεταφοράς ; Αν ναι, εξηγήστε και υπολογίστε τη. Αν όχι, εξηγήστε.

Λύση: Οι πόλοι και τα µηδενικά άλλαζαν, καθώς και η τιµή τουH(0). Στα ερωτήµατα, άλλαζε το Ϲητούµενο σύστηµα
µε ϐάση την ατιαιτότητα.

(αʹ) Το σύστηµα µπορεί να γραφεί ως

H(s) = c
s− 1

(s+ 1)(s+ 3)
(68)

ενώ το c ϐρίσκεται από την τιµή H(0) ως

H(0) = c
−1

3
= α =⇒ c = −3α (69)

΄Αρα

H(s) = −3α
s− 1

(s+ 1)(s+ 3)
(70)

(ϐʹ) Για αιτιατό, αντι-αιτιατό, µη-αιτιατό σύστηµα ϑα έχουµε πεδία σύγκλισης
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• σ > −1

• σ < −3

• −3 < σ < −1

αντίστοιχα. Οι κρουστικές αποκρίσεις ϐρίσκονται από το ανάπτυγµα σε µερικά κλάσµατα της συνάρτησης µετα-
ϕοράς και επιλέγοντας τα κατάλληλα πεδία σύγκλισης των επιµέρους κλασµάτων ώστε η τοµή τους να δίνει τα
παραπάνω πεδία σύγκλισης.

(γʹ) Για να µπορεί να υπολογιστεί η απόκριση σε συχνότητα, ϑα πρέπει το σύστηµα να ειναι ευσταθές, δηλ. να περι-
λαµβάνει το ϕανταστικό άξονα. Αυτό συµβαίνει µόνο στην περίπτωση σ > −1, δηλ. όταν το σύστηµα είναι αιτιατό.
Τότε

H(s) = −3α
j2πf − 1

(j2πf + 1)(j2πf + 3)
(71)

Θέµα 10 - ∆ιαφορική Εξίσωση

∆ιάλεξη 17, ∆ιαφάνειες 13-14. :)


