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HY-215: Εφαρµοσµένα Μαθηµατικά για Μηχανικούς

∆ιδάσκοντες: Γ. Στυλιανού, Γ. Καφεντζής

ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΗ ΤΕΛΙΚΗ ΕΞΕΤΑΣΗ

∆ιάρκεια: 3 ώρες

Ρήτρα τελικού: 4.5/10.0

Θέµα 1ο - 25 µονάδες

΄Εστω το περιοδικό σήµα x(t) µε περίοδο T0 που αναπτύσσεται σε Σειρά Fourier ως

x(t) =
+∞∑

k=−∞

8

π(2k − 1)
e−jπej(2k−1)π10t (1)

(αʹ) (5 µ.) Βρείτε την περίοδο και τη ϑεµελιώδη συχνότητά του.

(ϐʹ) (15 µ.) ΄Εστω ότι το περιοδικό σήµα περνά µέσα από ένα ιδανικό σύστηµα µε κρουστική απόκριση

h(t) = 20sinc(10t) cos(70πt) (2)

i. (5 µ.) Βρείτε πώς συµπεριφέρεται το ιδανικό σύστηµα στο χώρο της συχνότητας.

ii. (10 µ.) ∆είξτε αναλυτικά ότι η έξοδος του συστήµατος είναι η

y(t) =
16

7π
cos
(
2π35t− π

)
(3)

(γʹ) (5 µ.) ∆είξτε ότι το ποσοστό της ισχύος του αρχικού σήµατος που περνά στην έξοδο είναι µόλις (!) ≈ 1.6%.

Λύση:

(αʹ) Από την εξίσωση διαπιστώνουµε ότι f0 = 5 Hz και άρα T0 = 1
f0

= 0.2 s.

(ϐʹ) Από γνωστό τυπολόγιο, το σύστηµα αυτό αποτελεί ιδανικό Ϲωνοπερατό ϕίλτρο µε παραµέτρους

fd = 10 Hz, fc = 35 Hz (4)

΄Αρα το ιδανικό Ϲωνοπερατό ϕίλτρο περνά ανέπαφες τις συχνότητες που ϐρίσκονται στο διάστηµα [−40,−30],
[30, 40] Hz και αποκόπτει όλες τις άλλες.

Η έξοδος ϑα αποτελείται από συχνότητες της εισόδου που ϐρίσκονται στο παραπάνω διάστηµα. Οι συχνότητες
της εκθετικής σειράς Fourier της εισόδου είναι fk = ±5, 15, 25, 35, 45 Hz κ.ο.κ. ΄Αρα µόνο η συχνότητα των
±35 Hz περνά στην έξοδο. Η συχνότητα αυτή δίνεται για k = −3, 4. Οπότε

y(t) =
8

π(2 · (−3)− 1)
e−jπej(2·(−3)−1)π10t +

8

π(2 · 4− 1)
e−jπej(2·4−1)π10t =

16

7π
cos(2π35t− π) (5)

(γʹ) Από τυπολόγιο, η συνολική ισχύς του σήµατος είναι

Px =
+∞∑

k=−∞

|Xk|2 =
+∞∑

k=−∞

64

π2(2k − 1)2
= 16 (6)
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Η ισχύς της εξόδου δίνεται ως

Py =
+∞∑

k=−∞

|Xk|2 =
( 8

7π

)2
+
( 8

7π

)2
=

128

49π2
(7)

΄Αρα το ποσοστό της ισχύος που περνά στην έξοδο είναι

p =
Py
Px

= 0.0165 ή 1.6% (8)

Θέµα 2ο - 35 µονάδες

∆ίνεται η παρακάτω διαφορική εξίσωση που περιγράφει ένα ΓΧΑ σύστηµα:

d2y(t)

dt2
+ 5

dy(t)

dt
+ 4y(t) =

d2

dt2
x(t)− 4x(t) (9)

(αʹ) (7.5 µ.) Βρείτε τη συνάρτηση µεταφοράς, H(s).

(ϐʹ) (5 µ.) Σχεδιάστε όλους τους πόλους και όλα τα µηδενικά του συστήµατος.

(γʹ) (12.5 µ.) ∆είξτε ότι η κρουστική απόκριση h(t) που περιγράφει ένα ευσταθές και αιτιατό σύστηµα δίνεται ως

h(t) = δ(t)− 4e−4tu(t)− e−tu(t) (10)

(δʹ) (10 µ.) Βρείτε ένα ευσταθές και αιτιατό σύστηµα G(s) τέτοιο ώστε

|G(f)H(f)| = 1 (11)

Λύση:

(αʹ) Εφαρµόζοντας την ιδιότητα της παραγώγου στη διαφορική εξίσωση έχουµε

s2Y (s) + 5sY (s) + 6Y (s) = s2X(s)− 4X(s) (12)
(s2 + 5s+ 4)Y (s) = (s2 − 4)X(s) (13)

Y (s)

X(s)
=

s2 − 4

s2 + 5s+ 4
(14)

H(s) =
s2 − 4

s2 + 5s+ 4
(15)

=
(s− 2)(s+ 2)

(s+ 1)(s+ 4)
(16)

(ϐʹ) Οι πόλοι ϐρίσκονται στις ϑέσεις sp = −1,−4 και τα µηδενικά στις ϑέσεις sz = ±2.

(γʹ) Για να είναι ευσταθές και αιτιατό το σύστηµα, πρέπει η συνάρτηση µεταφοράς του να έχει πεδίο σύγκλισης
ένα ηµιεπίπεδο προς τα δεξιά και να περιλαµβάνει το ϕανταστικό άξονα. Από όλα τα δυνατά πεδία σύγκλισης

• <{s} > −1
• <{s} < −4
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• −4 < <{s} < −1

αυτό που ικανοποιεί τις προϋποθέσεις είναι το RH = {<{s} > −1}. ΄Αρα

H(s) =
(s− 2)(s+ 2)

(s+ 1)(s+ 4)
= 1− 5s+ 8

(s+ 1)(s+ 4)
(17)

και αναπτύσσοντας σε µερικά κλάσµατα έχουµε

H(s) = 1− 5s+ 8

(s+ 1)(s+ 4)
= 1−

( A

s+ 1
+

B

s+ 4

)
(18)

µε

A =
5s+ 8

s+ 4

∣∣∣
s=−1

=
3

3
= 1 (19)

B =
5s+ 8

s+ 1

∣∣∣
s=−4

=
−12
−3

= 4 (20)

Οπότε
H(s) = 1− 1

s+ 1
− 4

s+ 4
(21)

και λόγω του πεδίου σύγκλισης, από γνωστά Ϲεύγη ϑα έχουµε

h(t) = δ(t)− e−tu(t)− 4e−4tu(t) (22)

(δʹ) ΄Εχουµε

|H(f)G(f)| = 1⇐⇒ |G(f)| = 1

|H(f)|
(23)

Ουσιαστικά ϑέλουµε ένα σύστηµα που να έχει το ίδιο µέτρο µε το αντίστροφο σύστηµα του H(f) και να είναι
ευσταθές και αιτιατό. Αν κατασκευάσουµε το G(s) = 1/H(s) ϑα έχουµε

G(s) =
1

H(s)
=

1
(s−2)(s+2)
(s+1)(s+4)

=
(s+ 1)(s+ 4)

(s− 2)(s+ 2)
(24)

το οποίο δεν µπορεί να είναι ευσταθές και αιτιατό ταυτόχρονα, καθώς κανένα από τα πεδία σύγκλισής του δεν
αντιστοιχεί σε δεξιό ηµιεπίπεδο το οποίο ϑα περιλαµβάνει το ϕανταστικό άξονα. ΄Οµως µπορούµε να ϐρούµε
ένα σύστηµα που ϑα έχει

|G(f)| = 1

|H(f)|
(25)

και ϑα είναι ευσταθές και αιτιατό : αυτό δεν είναι άλλο από το σύστηµα

1

Hmin(f)
(26)

για το οποίο ξέρουµε ότι ισχυει ∣∣∣ 1

H(f)

∣∣∣ = ∣∣∣ 1

Hmin(f)

∣∣∣ (27)

΄Αρα πρεπει να ϐρούµε το Hmin(s), το οποίο είναι - κάνοντας διάσπαση σε ελάχιστης ϕάσης και allpass - το

Hmin(s) =
(s+ 2)2

(s+ 1)(s+ 4)
(28)

Οπότε τελικά
G(s) =

1

Hmin(s)
=

1
(s+2)2

(s+1)(s+4)

=
(s+ 1)(s+ 4)

(s+ 2)2
, <{s} > −2 (29)
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Θέµα 3ο - 15 µονάδες

Αν
Y (f) =

1

4
X(0)δ(f) +

X(f)

j2πf(j2πf + 2)
(30)

είναι ο µετασχ. Fourier της εξόδου y(t) ενός ΓΧΑ συστήµατος, δείξτε ότι

(αʹ) (10 µ.) είναι

H(f) =
1

2

[ 1

j2πf + 2

]
δ(f) +

[
1

j2πf+2

]
j2πf

(31)

µε H(f) την απόκριση συχνότητας του συστήµατος

(ϐʹ) (5 µ.) είναι

h(t) =
(1
2
− 1

2
e−2t

)
u(t) (32)

µε h(t) την κρουστική απόκριση του συστήµατος.

Λύση:

(αʹ) ΄Εχουµε

Y (f) =
1

4
X(0)δ(f) +

X(f)

j2πf(j2πf + 2)
=

1

4
X(f)δ(f) +

X(f)

j2πf(j2πf + 2)
(33)

=
1

2

[
X(f)

1

j2πf + 2

]
δ(f) +

X(f) 1
j2πf+2

j2πf
=

(
1

2

[ 1

j2πf + 2

]
δ(f) +

[
1

j2πf+2

]
j2πf

)
X(f) (34)

΄Αρα

H(f) =
1

2

[ 1

j2πf + 2

]
δ(f) +

[
1

j2πf+2

]
j2πf

(35)

(ϐʹ) Είναι

H(f) =
(1
2
δ(f) +

1

j2πf

) 1

j2πf + 2
←→ h(t) = u(t) ∗ e−2tu(t) (36)

=

∫ +∞

−∞
e−2τu(τ)u(t− τ)dτ (37)

=

∫ t

0

e−2τdτ (38)

= −1

2
e−2τ

]t
0

(39)

= −1

2
(e−2t − 1) (40)

=
1

2
− 1

2
e−2t, t > 0 (41)

Πιο συνοπτικά
h(t) =

(1
2
− 1

2
e−2t

)
u(t) (42)

Το αποτέλεσµα προκύπτει και άµεσα από τους πίνακες συνέλιξης, χωρίς πράξεις.
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Θέµα 4ο - 20 µονάδες

Η έξοδος y(t) ενός αιτιατού ΓΧΑ συστήµατος σχετίζεται µε την είσοδό του σύµφωνα µε τη διαφορική εξίσωση

d

dt
y(t) + 10y(t) =

(∫ +∞

−∞
x(u)z(t− u)du

)
− x(t) (43)

µε
z(t) = e−tu(t) + 3δ(t) (44)

(αʹ) (12.5 µ.) Βρείτε την απόκριση σε συχνότητα H(f) του συστήµατος.

(ϐʹ) (7.5 µ.) ∆είξτε ότι η κρουστική απόκριση h(t) του συστήµατος δίνεται ως

h(t) =
1

9
e−tu(t) +

17

9
e−10tu(t) (45)

Λύση:

(αʹ) Θα είναι

d

dt
y(t) + 10y(t) =

(∫ +∞

−∞
x(u)z(t− u)du

)
− x(t) (46)

d

dt
y(t) + 10y(t) = x(t) ∗ z(t)− x(t) (47)

και εφαρµόζοντας την ιδιότητα παραγώγισης ϑα είναι

j2πfY (f) + 10Y (f) = X(f)Z(f)−X(f) (48)
(j2πf + 10)Y (f) = (Z(f)− 1)X(f) (49)

Y (f)

X(f)
=

Z(f)− 1

j2πf + 10
(50)

H(f) =

1
j2πf+1

+ 3− 1

j2πf + 10
(51)

=

1
j2πf+1

+ 2

j2πf + 10
(52)

=
1

(j2πf + 10)(j2πf + 1)
+ 2

1

j2πf + 10
(53)

Αναπτύσσοντας σε µερικά κλάσµατα έχουµε

H(f) = −1

9

1

j2πf + 10
+

1

9

1

j2πf + 1
+ 2

1

j2πf + 10
(54)

που δίνει
H(f) =

17

9

1

j2πf + 10
+

1

9

1

j2πf + 1
←→ h(t) =

17

9
e−10tu(t) +

1

9
e−tu(t) (55)

λόγω αιτιατότητας.
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Θέµα 5ο - 15 µονάδες

΄Ενα σήµα y(t) προέρχεται από συνέλιξη στο χρόνο δυο σηµάτων x1(t) και x2(t) για τα οποία ισχύει

X1(f) = 0, |f | > 500 Hz (56)
X2(f) = 0, |f | > 1000 Hz (57)

(αʹ) (5 µ.) ∆ειγµατοληπτούµε το παραπάνω σήµα y(t) µε περίοδο δειγµατοληψίας Ts. Βρείτε το εύρος τιµών της
Ts για το οποίο εγγυάστε ότι µπορούµε να ανακατασκευάσουµε το σήµα από τα δείγµατά του.

(ϐʹ) (10 µ.) Πώς αλλάζει η παραπάνω απάντησή σας αν πριν τη δειγµατοληψία πολλαπλασιάσουµε το σήµα y(t)
µε το σήµα cos(2π1000t);

Λύση:

(αʹ) Η συνέλιξη των δυο σηµάτων µεταφράζεται σε γινόµενο στη συχνότητα, δηλ.

Y (f) = X1(f)X2(f) = 0, |f | > 500 (58)

΄Αρα η µέγιστη συχνότητα του σήµατος y(t) είναι η fmax = 500 Hz. Οπότε εγγυηµένα µπορούµε να ανακα-
τασκευάσουµε το σήµα από τα δείγµατά του αν επιλέξουµε fs > 2fmax, δηλ. fs > 1000 Hz ή ισοδύναµα
Ts <

1
1000

sec.

(ϐʹ) Το γινόµενο των σηµάτων στο χρόνο µεταφράζεται σε συνέλιξη στη συχνότητα, δηλ.

Z(f) = Y (f)∗F{cos(2π1000t)} = Y (f)
(1
2
δ(f−1000)+ 1

2
δ(f+1000)

)
=

1

2
Y (f−1000)+ 1

2
Y (f+1000) (59)

Πλέον η µέγιστη συχνότητα του σήµατος είναι η fmax = 1500 Hz. Οπότε αρκεί να επιλέξουµε συχνότητα
δειγµατοληψίας fs > 3000 Hz ή ισοδύναµα Ts < 1

3000
sec.


