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ΤΕΛΙΚΗ ΕΞΕΤΑΣΗ

Ρήτρα τελικού: 4.5/10.0

� ∆ΙΑΡΚΕΙΑ ΕΞΕΤΑΣΗΣ : 3 ΩΡΕΣ και 00 ΛΕΠΤΑ

� ∆ιαθέσιµες µονάδες: 130 - Αριστα: 110

� Αναφέρετε ϱητά ποιό ϑέµα και ποιό ερώτηµα απαντάτε κάθε ϕορά.

� Αιτιολογήστε ΠΛΗΡΩΣ όσα γράφετε. Απαντήσεις χωρίς δικαιολόγηση δε ϐαθµολογούνται.

� Η εξέταση διεξάγεται µε ανοιχτές σηµειώσεις πάσης ϕύσεως, πλην ηλεκτρονικών ϐοηθηµάτων.

� Ερωτήσεις απαντά µόνο ο διδάσκων, και µπορείτε να τις ϑέσετε σε κάποια από τις περιοδικές επισκέψεις

του στην αίθουσά σας.

Θέµα 1ο - 25 µονάδες: overview

(2.5 µ. έκαστο ερώτηµα) Σωστό ή Λαθος ; ∆ικαιολογήστε επαρκώς.

(i.) Αν ένα πραγµατικό περιοδικό σήµα έχει έναν συντελεστή Fourier Xk0 = 2e−jπ/4, τότε στο ίδιο σήµα υπάρχει
οπωσδήποτε κι ένας συντελεστής X∗

k0
= −2ejπ/4.

(ii.) Για το σήµα x(t) = 3 cos(2π100t− π/3) + 2 sin(2π150t+ π/12) ισχύει |Xk| < 3, ∀k ∈ Z.

(iii.) ΄Ενα σύστηµα που περιγράφεται από µια διαφορική εξίσωση µε µη µηδενικές αρχικές συνθήκες µπορεί να
είναι αιτιατό.

(iv.) Αν x(t) = δ(t)− 1

jπt
, τότε X(f) = F{x(t)} = 2u(f).

(v.) Αν x(t) = cos(2πf0t), −∞ < t < +∞, τότε X(f) = X(s)
∣∣∣
s=j2πf

γιατί ο µετασχ. Laplace X(s) του x(t)

περιλαµβάνει το ϕανταστικό άξονα.

(vi.) Αν ένα ΓΧΑ σύστηµα έχει έναν και µόνο έναν πόλο στο s = 3 και είναι αιτιατό, τότε το σύστηµα είναι
υποχρεωτικά ασταθές.

(vii.) Αν H(s) =
s− 2

s+ 3
, σ > −3, τότε υπάρχει µοναδικό αντίστροφο σύστηµα, το Hinv(s) =

s+ 3

s− 2
, σ > 2.

(viii.) Η συνάρτηση ϕx(τ) = e−|τ | είναι µια έγκυρη συνάρτηση αυτοσυσχέτισης (ικανοποιεί όλες τις απαιτούµενες
ιδιότητες) ενώ η ϕx(τ) = sin(2τ) δεν είναι (δεν ικανοποιεί κάποια απαιτούµενη ιδιότητα).

(ix.) ΄Ενα µη αντιµετωπίσιµο πρόβληµα στη διαδικασία της δειγµατοληψίας είναι ότι κανένα πραγµατικό (δηλ.
υπαρκτό) σήµα δεν είναι αυστηρά ϐασικής Ϲώνης.

(x.) Αν x(t) = 2rect
(
t
4

)
, τότε η συχνότητα Nyquist για το σήµα αυτό είναι fmax = 2 · 4 = 8 Hz.
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Λύση:

i. Λάθος. Ο συντελεστής X∗
k0

είναι ο συζυγής του Xk0 για πραγµατικά σήµατα, δηλ. X∗
k0

= 2ejπ/4.

ii. Σωστό. Είναι |X2| = |X−2| = 3/2 και |X3| = |X−3| = 1, όλα µικρότερα του 3. Προφανώς τα υπόλοιπα Xk

είναι µηδενικά.

iii. Λάθος. ∆εν µπορεί να είναι αιτιατό. Οι µη µηδενικές συνθήκες ‘‘ενεργοποιούν’’ την απόκριση µηδενικής
εισόδου, που αποτελεί έξοδο του συστήµατος απουσία εισόδου, κάτι που κάνει το σύστηµα µη αιτιατό.

iv. Σωστό. Είναι
x(t) = 2u(t)←→ X(f) = δ(f) +

1

jπf
(1)

και από δυικότητα

X(t) = δ(t) +
1

jπt
←→ x(−f) = 2u(−f) (2)

Επίσης από ιδιότητα αντιστροφής στο χρόνο

X(−t) = δ(−t)− 1

jπt
= δ(t)− 1

jπt
←→ x(−(−f)) = 2u(f) (3)

v. Λάθος. Το σήµα δεν έχει καν µετασχηµατισµό Laplace, άρα η σχέση X(f) = X(s)
∣∣∣
s=j2πf

δεν έχει νόηµα.

vi. Σωστό. Το πεδίο σύγκλισης ϑα είναι σ > 3, δεν περιλαµβάνει το ϕανταστικό άξονα, άρα είναι ασταθές.

vii. Λάθος. ∆εν είναι το µοναδικό αντίστροφο σύστηµα, εξίσου έγκυρο είναι και το

Hinv(s) =
s+ 3

s− 2
, σ < 2 (4)

viii. Σωστό. Ικανοποιούνται οι ιδιότητες

ϕx(τ) = ϕx(−τ) (5)
ϕx(0) ≥ ϕx(τ) (6)

από την πρώτη συνάρτηση ενώ δεν ικανοποιούνται από τη δεύτερη.

ix. Λάθος. ∆εν είναι µη αντιµετωπίσιµο, καθώς µε ένα χαµηλοπερατό ϕίλτρο µπορούµε να το µετατρέψουµε σε
ϐασικής Ϲώνης.

x. Λάθος. Είναι
X(f) = 8sinc(4f) (7)

το οποίο δεν έχει µέγιστη συχνότητα, έτσι δεν µπορούµε µονοσήµαντα να ορίσουµε µια συχνότητα Nyquist.

Θέµα 2ο - 30 µονάδες: ο χώρος του µετασχ. Fourier και οι ιδιότητές του

΄Εστω το σήµα

X(f) = rect

(
f − f0
B

)
+ rect

(
f + f0
B

)
, µε f0 ≫ 0 και 0 < B ≪ f0. (8)

(αʹ) (5 µ.) Σχεδιάστε το σήµα στο χώρο της συχνότητας.

(ϐʹ) (5 µ.) Υπολογίστε το σήµα στο χρόνο, x(t) = F−1{X(f)}.
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(γʹ) (5 µ.) Υπολογίστε το µετασχ. Fourier του σήµατος y(t) = 2x(t) cos(2πf0t).

(δʹ) (5 µ.) Σχεδιάστε το σήµα Y (f) = F{y(t)} στο χώρο της συχνότητας.

(εʹ) (10 µ.) ∆είξτε ότι

4B

∫ +∞

−∞
cos2(2πf0t)sinc(Bt)dt = 2 (9)

Λύση:

(αʹ) Το σήµα ϕαίνεται στο Σχήµα 1(α).

(ϐʹ) Είναι
x(t) = F−1{X(f)} = Bsinc(Bt)ej2πf0t +Bsinc(Bt)e−j2πf0t = 2B cos(2πf0t)sinc(Bt) (10)

(γʹ) Θα είναι

Y (f) = F{y(t)} = F{2x(t) cos(2πf0t)} = 2X(f)∗
(
1

2
δ(f − f0) +

1

2
δ(f + f0)

)
= X(f−f0)+X(f+f0) (11)

Σχήµα 1: Σχήµατα Θέµατος 2.

(δʹ) Το σήµα ϕαίνεται στο Σχήµα 1(δ).

(εʹ) ΄Εχουµε από το (γ) ερώτηµα ότι

y(t) = 2x(t) cos(2πf0t) = 2 · 2B cos(2πf0t)sinc(Bt) · cos(2πf0t) = 4B cos2(2πf0t)sinc(Bt) (12)

΄Αρα

4B

∫ +∞

−∞
cos2(2πf0t)sinc(Bt)dt =

∫ +∞

−∞
y(t)dt =

∫ +∞

−∞
y(t)e−j2πftdt

∣∣∣
f=0

= Y (0) (13)

και από το προηγ. ερώτηµα έχουµε

Y (0) = X(−f0) +X(f0) = 1 + 1 = 2 (14)

κάτι που επιβεβαιώνεται και από το Σχήµα 1(δ).
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Θέµα 3ο - 25 µονάδες: συστήµατα στο χώρο του µετασχ. Fourier

΄Εστω η απόκριση σε συχνότητα ενός ΓΧΑ συστήµατος

H(f) =
(j2πf)2 + 5j2πf + 6

(j2πf)2 + 3
2
j2πf + 1

2

(15)

(αʹ) (15 µ.) ∆είξτε ότι η κρουστική απόκριση του συστήµατος είναι h(t) = δ(t)− 4e−tu(t) + 7.5e−t/2u(t).

(ϐʹ) (5 µ.) Είναι το σύστηµα ευσταθές ; Αιτιολογήστε.

(γʹ) (5 µ.) Βρείτε µια διαφορική εξίσωση που περιγράφει το παραπάνω σύστηµα.

Λύση:

(αʹ) Το σύστηµα έχει ϐαθµό πολυωνύµου του j2πf στον αριθµητή ίσο µε τον αντίστοιχο στον παρονοµαστή, άρα
ϑα διαιρέσουµε πρώτα τα πολυώνυµα. Θέτοντας x = j2πf ,

H(f) =
(j2πf)2 + 5j2πf + 6

(j2πf)2 + 3
2
j2πf + 1

2

∣∣∣∣∣
j2πf :=x

=⇒ H(x) =
x2 + 5x+ 6

x2 + 3
2
x+ 1

2

= 1 +
7
2
x+ 11

2

x2 + 3
2
x+ 1

2

(16)

άρα

H(f) = 1 +
7
2
j2πf + 11

2

(j2πf + 1)
(
j2πf + 1

2

) (17)

και αναπτύσσοντας σε µερικά κλάσµατα

H(f) = 1 +
A

1 + j2πf
+

B
1
2
+ j2πf

(18)

µε

A =
7
2
j2πf + 11

2

(j2πf + 1)
(
j2πf + 1

2

)(j2πf + 1)
∣∣∣
j2πf :=−1

= −4 (19)

B =
7
2
j2πf + 11

2

(j2πf + 1)
(
j2πf + 1

2

)(j2πf +
1

2
)
∣∣∣
j2πf :=− 1

2

= 7.5 (20)

Οπότε εν τέλει
H(f) = 1− 4

1 + j2πf
+

7.5
1
2
+ j2πf

(21)

και επιστρέφοντας στο χρόνο
h(t) = δ(t)− 4e−tu(t) + 7.5e−t/2u(t) (22)

(ϐʹ) Το σύστηµα είναι ευσταθές γιατί αποτελείται από µια συνάρτηση ∆έλτα (χωρίς κάποια παράγωγο) και οι
χαρακτηριστικές ϱίζες του συστήµατος είναι αρνητικές (−1, −1/2).

(γʹ) ΄Εχουµε

H(f) =
Y (f)

X(f)
⇐⇒ (j2πf)2Y (f) +

3

2
(j2πf)Y (f) +

1

2
Y (f) = (j2πf)2X(f) + 5(j2πf)X(f) + 6X(f) (23)

και από την ιδιότητα της παραγώγισης επιστρέφουµε στο χρόνο

d2

dt2
y(t) +

3

2

d

dt
y(t) +

1

2
y(t) =

d2

dt2
x(t) + 5

d

dt
x(t) + 6x(t) (24)
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Θέµα 4ο - 20 µονάδες: συσχετίσεις και ϕασµατικές πυκνότητες

Το περιοδικό σήµα

x(t) =
+∞∑

k=−∞

tri

(
t− 6k

2

)
(25)

περνά από ένα ΓΧΑ σύστηµα µε κρουστική απόκριση h(t) = 12sinc(3t). Υπολογίστε τη ϕασµατική πυκνότητα
ισχύος της εξόδου, Φy(f).

Λύση:
Το περιοδικό σήµα περιγράφεται σε µια περίοδό του, T0 = 6, ως

xT0(t) = tri

(
t

2

)
(26)

µε µετασχ. Fourier ως
XT0(f) = 2sinc2(2f) (27)

Οι συντελεστές Fourier του περιοδικού σήµατος δίνονται ως

Xk =
1

T0

XT0(f)
∣∣∣
f= k

T0

=
1

6
2sinc2

(
2k

6

)
=

1

3
sinc2

(
k

3

)
(28)

και άρα η είσοδος ϑα µπορεί να γραφεί ως

x(t) =
+∞∑

k=−∞

Xke
j2π k

6
t =

1

3

+∞∑
k=−∞

sinc2
(
k

3

)
ej2π

k
6
t (29)

Το σύστηµα έχει απόκριση σε συχνότητα

H(f) = 4rect

(
f

3

)
(30)

δηλ. είναι ένα χαµηλοπερατό ϕίλτρο µε πλάτος 4 και συχνότητα αποκοπής fc = 3
2

Hz. Αρα στην έξοδο ϑα
περάσουν µόνο οι συχνότητες που ανήκουν στο διάστηµα

(
−3

2
, 3
2

)
, δηλ.

Yk = 4Xk,

{
k :

k

6
∈
(
−3

2
,
3

2

)
, k ∈ Z

}
(31)

οι οποίες είναι για k = −8 ως k = 8. Η ϕασµατική πυκνότητα ισχύος της εξόδου δίνεται ως

Φy(f) =
+∞∑
k=∞

|Yk|2δ
(
f − k

T0

)
=

8∑
k=−8

|4Xk|2δ
(
f − k

6

)
=

16

9

8∑
k=−8

sinc4
(
k

3

)
δ

(
f − k

6

)
(32)

Θέµα 5ο - 30 µονάδες: µετασχ. Laplace

΄Εστω το αιτιατό ΓΧΑ σύστηµα που περιγράφεται από τη διαφορική εξίσωση

d

dt
y(t) = x(t)− x(t− 2) (33)

(αʹ) (10 µ.) ∆είξτε ότι η συνάρτηση µεταφοράς του συστήµατος είναι η H(s) =
1− e−2s

s
, σ ∈ R.
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(ϐʹ) (5 µ.) Μπορείτε να υπολογίσετε την απόκριση σε συχνότητα H(f) από την παραπάνω συνάρτηση µεταφοράς ;
Αν ναι, ϐρείτε τη. Αν όχι, γιατί ; Εξηγήστε σε κάθε περίπτωση.

(γʹ) (15 µ.) Αν στην είσοδο του συστήµατος εµφανιστεί το σήµα x(t) = e−3tu(t), ποιά είναι η έξοδος του συστήµα-
τος ;

Λύση:

(αʹ) Θα έχουµε

sY (s) = X(s)−X(s)e−2s = X(s)(1− e−2s)⇐⇒ H(s) =
Y (s)

X(s)
=

1− e−2s

s
(34)

µε πεδίο σύγκλισης όλο το µιγαδικό επίπεδο, αφού

lim
s→0

H(s) = lim
s→0

2e−2s

1
= 2 (35)

από κανόνα του De L’Hospital.

(ϐʹ) Ναι, µπορεί να υπολογιστεί η απόκριση συχνότητας αφού ο ϕανταστικός άξονας περιλαµβάνεται στο πεδίο
σύγκλισης. Θα είναι

H(f) = H(s)
∣∣∣
s=j2πf

=
1− e−j2π2f

j2πf
= e−j2πf e

j2πf − e−j2πf

j2πf
= e−j2πf2j

sin(2πf)

j2πf
= 2e−j2πfsinc(2f) (36)

(γʹ) Θα είναι

Y (s) = X(s)H(s) =
1− e−2s

s

1

s+ 3
=

1

s(s+ 3)
− 1

s(s+ 3)
e−2s = G(s)−G(s)e−2s, σ > −3 (37)

µε G(s) = 1
s(s+3)

. Γυρίζοντας πίσω στο χρόνο

y(t) = g(t)− g(t− 2) (38)

Είναι

G(s) =
1

s
· 1

s+ 3
←→ g(t) =

∫ t

−∞
e−3τu(τ)dτ =

∫ t

0

e−3τdτ = −1

3
e−3τ

∣∣∣t
τ=0

=
1

3
(1− e−3t), t > 0 (39)

ή εναλλακτικά

G(s) =
1

s(s+ 3)
=

A

s
+

B

s+ 3
(40)

µε

A = G(s)s
∣∣∣
s=0

=
1

s+ 3

∣∣∣
s=0

=
1

3
(41)

B = G(s)(s+ 3)
∣∣∣
s=−3

=
1

s

∣∣∣
s=−3

= −1

3
(42)

που δίνει τελικά
G(s) =

1

3

1

s
− 1

3

1

s+ 3
(43)

Είτε µε τον έναν είτε µε τον άλλο τρόπο,

g(t) =
1

3
(1− e−3t)u(t) (44)

και τελικά
y(t) =

1

3
(1− e−3t)u(t)− 1

3
(1− e−3(t−2))u(t− 2) (45)


