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ΤΕΛΙΚΗ ΕΞΕΤΑΣΗ

∆ιάρκεια: 3 ώρες

Ρήτρα τελικού: 4.5/10.0

• ΑΝΤΙΓΡΑΨΤΕ ΣΤΟ ΠΑΝΩ ΜΕΡΟΣ ΚΑΘΕ ΣΕΛΙ∆ΑΣ ΑΠΑΝΤΗΣΕΩΝ τον παρακάτω πίνακα, ϐάζοντας

τα 4 ψηφία του ΑΜ σας κάτω από τις σταθερές a, b, c, d:∥∥∥∥∥∥
a b c d

∥∥∥∥∥∥
• Αντικαταστήστε πριν οποιαδήποτε λύση σας τις σταθερές a, b, c, d όπου εµφανίζονται στα παρακά-

τω ϑέµατα (µόνο µε µικρά γράµµατα) µε τα αντίστοιχα ψηφία του ΑΜ σας.

• Λύσεις ΧΩΡΙΣ αντικατάσταση ή µε ΛΑΘΟΣ αντικατάσταση ψηφίων ∆ΕΝ είναι αποδεκτές και ΜΗ-

∆ΕΝΙΖΟΝΤΑΙ.

• ∆ΙΑΡΚΕΙΑ ΕΞΕΤΑΣΗΣ : 3 ΩΡΕΣ και 00 ΛΕΠΤΑ

• ΠΡΟΘΕΣΜΙΑ ΠΑΡΑ∆ΟΣΗΣ ΑΠΑΝΤΗΣΕΩΝ : 21:15 ΑΥΣΤΗΡΑ µέσω ηλεκτρονικού ταχυδροµείου στο

kafentz@csd.uoc.gr

• Απαγορεύεται η συνεργασία µε οποιοδήποτε ϕυσικό πρόσωπο ή πρόσωπα και η µεταξύ σας ή

µε τρίτους αντιγραφή. Οι διδάσκοντες διατηρούν, µετά το πέρας της εξέτασης, το δικαίωµα (α)

να µηδενίσουν κατ΄ ευθείαν γραπτό ή γραπτά µε προφανείς οµοιότητες και (ϐ) να καλέσουν σε

προφορική εξέταση µέσω Zoom αν υπάρξουν όποιες υποψίες.

• Αιτιολογήστε ΠΛΗΡΩΣ όσα γράφετε. Απαντήσεις χωρίς δικαιολόγηση δε ϐαθµολογούνται.

• ∆εν επιτρέπονται ερωτήσεις. Γράφετε µόνοι/ες σας µε ϐάση όσα γνωρίζετε.
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Θέµα 1ο - 30 µονάδες: overview: χώροι Laplace, Fourier, και χρόνου

Σας δίνεται η συνάρτηση µεταφοράς ενός γραµµικού χρονικά αµετάβλητου συστήµατος

H(s) =
2as

a2 − s2
, −a < σ < a (1)

(αʹ) (10 µ.) Βρείτε την κρουστική απόκριση του συστήµατος χρησιµοποιώντας είτε γνωστά Ϲεύγη και ιδιότητες
είτε ανάπτυγµα σε µερικά κλάσµατα και γνωστά Ϲεύγη.

(ϐʹ) (12.5 µ.) Μπορείτε να ϐρείτε την απόκριση συχνότητας του συστήµατος,H(f), από τη συνάρτηση µεταφοράς,
H(s); Αν ναι, για ποιά ϑετική συχνότητα η απόκριση πλάτους |H(f)| είναι µέγιστη αν σας δίνεται ότι για
f ∈ (0,+∞), το µέγιστο αυτό είναι µοναδικό ; Αν όχι, εξηγήστε.

(γʹ) (2.5 µ.) Να ϐρεθεί η περίφηµη ϐηµατική απόκριση του συστήµατος, δηλ. η έξοδος, y(t), του συστήµατος για
είσοδο x(t) = u(t).

(δʹ) (5 µ.) Να ϐρεθεί η έξοδος, y(t), του συστήµατος όταν στην είσοδο του ϐρεθεί το σήµα x(t) = cos
(
at+

π

d+ 3

)
,

−∞ < t < +∞.

Λύση:

(αʹ) ΄Ενας τρόπος είναι να γράψουµε

H(s) = s
2a

a2 − s2
= sHp(s) (2)

µε

Hp(s) =
2a

a2 − s2
, −a < σ < a (3)

και από την ιδιότητα της παραγώγισης να πάρουµε

h(t) =
d

dt
hp(t) =

d

dt
e−a|t| =

d

dt

[
eatu(−t) + e−atu(t)

]
(4)

και να κάνουµε την παραγώγιση. ΄Ενας άλλος τρόπος είναι

H(s) =
A

a− s
+

B

a+ s
(5)

µε

A = H(s)(a− s)
∣∣∣
s=a

=
2a2

2a
= a (6)

B = H(s)(a+ s)
∣∣∣
s=−a

=
−2a2

2a
= −a (7)

και άρα
H(s) =

a

a− s
− a

a+ s
= − a

s− a
− a

s+ a
, −a < σ < a (8)

Οπότε
h(t) = aeatu(−t)− ae−atu(t) (9)
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(ϐʹ) Ναι, µπορούµε γιατί ο ϕανταστικός άξονας περιλαµβάνεται στο πεδίο σύγκλισης για κάθε τιµή του a 6= 0.
Είναι

H(f) =
j4πaf

a2 + 4π2f 2
(10)

και
|H(f)| = 4πa|f |

a2 + 4π2f 2
(11)

Για να ϐρούµε το µέγιστο για f > 0 ϑα έχουµε κατάρχάς |f | = f και πρέπει να ϑέσουµε την παράγωγο ίση
µε το µηδέν, δηλ.

d

df
|H(f)| = d

df

4πaf

a2 + 4π2f 2
= 0 (12)

=
4πa(a2 + 4π2f 2)− 4πaf(8π2f)

a2 + 4π2f 2
= 0 (13)

Ο παρονοµαστής είναι πάντα ϑετικός οπότε αρκεί

4πa(a2 + 4π2f 2)− 4πaf(8π2f) = 0 (14)

δηλ.

a2 + 4π2f 2 − 8π2f 2 = 0⇐⇒ a2 − 4π2f 2 = 0⇐⇒ f 2 =
a2

4π2
(15)

και αφού ψάχνουµε τη ϑετική συχνότητα
f =

a

2π
Hz (16)

(γʹ) Στο χώρο του Laplace έχουµε

x(t) = u(t)←→ X(s) =
1

s
, σ > 0 (17)

και η έξοδος ϑα είναι

Y (s) = H(s)X(s) =
2as

a2 − s2
1

s
=

2a

a2 − s2
, −a < σ < a (18)

και από πίνακες έχουµε
y(t) = e−a|t| (19)

Εναλλακτικά, µπορούµε να κάνουµε ανάπτυγµα σε µερικά κλάσµατα στη Σχέση (18) καταλήγοντας στο ίδιο
αποτέλεσµα µε χρήση πινάκων. ΄Ενας τρίτος τρόπος - που ϑέλει προσοχή - είναι µέσω µετασχ. Fourier,
καθώς

H(f) =
j4πaf

a2 + 4π2f 2
(20)

και
X(f) =

1

j2πf
+

1

2
δ(f) (21)

οπότε

Y (f) = X(f)H(f) =
[ 1

j2πf
+

1

2
δ(f)

]
H(f) (22)

=
H(f)

j2πf
+
H(f)

2
δ(f) (23)

=
H(f)

j2πf
+
H(0)

2
δ(f) (24)
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και από την ιδιότητα της ολοκλήρωσης στο χρόνο έχουµε

y(t) =

∫ t

−∞
h(τ)dτ =

∫ t

−∞
[aeaτu(−τ)− ae−aτu(τ)]dτ (25)

Ανάλογα µε την τιµή του t ϑα έχουµε:

• t > 0: τότε

y(t) =

∫ t

−∞
[aeaτu(−τ)− ae−aτu(τ)]dτ =

∫ 0

−∞
aeaτu(−τ)dτ −

∫ t

0

ae−aτu(τ)dτ (26)

=
1

a
aeaτ

∣∣∣0
−∞

+
1

a
ae−aτ

∣∣∣t
0

= (1− 0) + (e−at − 1) = e−at (27)

• t < 0: τότε

y(t) =

∫ t

−∞
[aeaτu(−τ)− ae−aτu(τ)]dτ =

∫ t

−∞
aeaτu(−τ)dτ =

1

a
aeaτ

∣∣∣t
−∞

= (eat − 0) = eat (28)

Οπότε συνολικά
y(t) = e−atu(t) + eatu(−t) = e−a|t| (29)

Τέλος, υπάρχει και ο τρόπος του πεδίου του χρόνου

y(t) = h(t) ∗ x(t) = [aeatu(−t)− ae−atu(t)] ∗ u(t) (30)

που δίνει το ίδιο αποτέλεσµα.

(δʹ) Για το περιοδικό σήµα
x(t) = cos

(
at+

π

d+ 3

)
(31)

γνωρίζουµε ότι η έξοδος ϑα είναι

y(t) = |H(a/2π)| cos
(
at+ 6 H(a/2π) +

π

d+ 3

)
(32)

µε

H
( a

2π

)
=

j4πa a
2π

a2 + 4π2(a/2π)2
=

j2a2

a2 + a2
= j

2a2

2a2
= 1j = 1ejπ/2 (33)

οπότε
y(t) = cos

(
at+

π

2
+

π

d+ 3

)
(34)

Εναλλακτικά - αλλά δε συνίσταται - µπορεί κανείς να δουλέψει στο χώρο του Fourier. Το σήµα x(t) γράφεται

x(t) = cos
(
at+

π

d+ 3

)
=

1

2
ejπ/(d+3)ejat +

1

2
e−jπ/(d+3)e−jat (35)

και στο χώρο της συχνότητας

X(f) =
1

2
ejπ/(d+3)δ

(
f − a

2π

)
+

1

2
e−jπ/(d+3)δ

(
f +

a

2π

)
(36)

και αφού

H(f) =
j4πaf

a2 + 4π2f 2
(37)
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έχουµε

Y (f) = H(f)X(f) = H(f)
[1

2
ejπ/(d+3)δ

(
f − a

2π

)
+

1

2
e−jπ/(d+3)δ

(
f +

a

2π

)]
(38)

=
1

2
ejπ/(d+3)H(f)δ

(
f − a

2π

)
+

1

2
e−jπ/(d+3)H(f)δ

(
f +

a

2π

)
(39)

=
1

2
ejπ/(d+3)H

( a
2π

)
δ
(
f − a

2π

)
+

1

2
e−jπ/(d+3)H

(
− a

2π

)
δ
(
f +

a

2π

)
(40)

΄Οµως

H
(
± a

2π

)
= ±

j4πa a
2π

a2 + 4π2(±a/2π)2
= ± j2a2

a2 + a2
= ±j 2a2

2a2
= ±1j = 1e±jπ/2 (41)

οπότε

Y (f) =
1

2
ejπ/(d+3)ejπ/2δ

(
f − a

2π

)
+

1

2
e−jπ/(d+3)e−jπ/2δ

(
f +

a

2π

)
(42)

=
1

2
ej(π/2+π/(d+3))δ

(
f − a

2π

)
+

1

2
e−j(π/2+π/(d+3))δ

(
f +

a

2π

)
(43)

Γυρνώντας στο πεδίο του χρόνου

y(t) =
1

2
ej(π/2+π/(d+3))ejat +

1

2
e−j(π/2+π/(d+3))e−jat = cos

(
at+

π

2
+

π

d+ 3

)
(44)

Θέµα 2ο - 25 µονάδες: ο χώρος του µετασχ. Fourier και οι ιδιότητές του Ι

΄Εστω το σήµα y(t)←→ Y (f) που δίνεται ως

y(t) =


(d+ 1

T

)
t , −T < t < T

0 , αλλού

(45)

µε Z(f) = 2πfY (f).

(αʹ) (12.5 µ.) Βρείτε το z(t).

(ϐʹ) (5 µ.) Υπολογίστε το Y (0)

(γʹ) (2.5 µ.) Υπολογίστε το
∫ ∞
−∞

Y (f)df

(δʹ) (5 µ.) Υπολογίστε το
∫ ∞
−∞
|Y (f)|2df

Λύση:

(αʹ) Είναι

y(t) =
(d+ 1

T

)
trect

( t

2T

)
(46)

και από τη σχέση

Z(f) = 2πfY (f)⇐⇒ jZ(f) = j2πfY (f)←→ jz(t) =
d

dt
y(t) (47)
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οπότε
z(t) = −j d

dt
y(t) = −j

(d+ 1

T

) d
dt

[
trect

( t

2T

)]
(48)

Οπότε

d

dt

[
trect

( t

2T

)]
= rect

( t

2T

)
+ t(δ(t+ T )− δ(t− T )) = rect

( t

2T

)
− Tδ(t+ T )− Tδ(t− T ) (49)

΄Αρα συνολικά

z(t) = −j
(d+ 1

T

)[
rect

( t

2T

)
− Tδ(t+ T )− Tδ(t− T )

]
(50)

(ϐʹ) Είναι

Y (0) =

∫ +∞

−∞
y(t)e−j2πftdt

∣∣∣
f=0

=

∫ +∞

−∞
y(t)dt =

d+ 1

T

∫ T

−T
tdt =

d+ 1

T

t2

2

∣∣∣T
t=−T

= 0 (51)

(γʹ) Είναι ∫ ∞
−∞

Y (f)df =

∫ ∞
−∞

Y (f)ej2πftdf
∣∣∣
t=0

= y(0) = 0 (52)

(δʹ) Είναι ∫ ∞
−∞
|Y (f)|2df =

∫ ∞
−∞
|y(t)|2dt (53)

από το ϑεώρηµα Parseval. Οπότε∫ ∞
−∞
|y(t)|2dt =

(d+ 1

T

)2 ∫ T

−T
t2dt =

(d+ 1

T

)2 t3
3

∣∣∣T
t=−T

=
(d+ 1

T

)22T 3

3
=

2T (d+ 1)2

3
(54)

Θέµα 3ο - 25 µονάδες: ο χώρος του µετασχ. Fourier και οι ιδιότητές του ΙΙ

Το κέντρο ϐαρύτητας, Cg, ενός σήµατος, x(t), ορίζεται ως

Cg =

∫ ∞
−∞

tx(t)dt∫ ∞
−∞

x(t)dt

(55)

και έχει πολλές πρακτικές χρήσεις, µια εκ των οποίων περιλαµβάνει την ‘‘ευθυγράµµιση’’ των διαδοχικών τµη-
µάτων οµιλίας κατά τις πρώτες απόπειρες σύνθεσης οµιλίας από κείµενο1.

(αʹ) (10 µ.) Βρείτε µια έκφραση για το Cg ως συνάρτηση του µετασχ. Fourier, X(f), του σήµατος x(t), αξιοποιώ-
ντας ιδιότητες του µετασχ. Fourier στον αριθµητή και τον παρονοµαστή.

(ϐʹ) (12.5 µ.) Υπολογίστε το Cg για το σήµα που έχει πραγµατικό και ϕανταστικό µέρος µετασχ. Fourier ως

XR(f) = rect
(f

2

)
(56)

XI(f) = tri(f + 1)− tri(f − 1) (57)

(γʹ) (2.5 µ.) Παρατηρείτε κάποιο πρόβληµα στον παραπάνω ορισµό του κέντρου ϐαρύτητας ; Εξηγήστε.

1https://en.wikipedia.org/wiki/Speech_synthesis#Concatenation_synthesis
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Λύση:

(αʹ) Ο αριθµητής µπορεί να γραφεί ως∫ ∞
−∞

tx(t)dt =

∫ ∞
−∞

tx(t)e−j2πftdt
∣∣∣
f=0

= F{tx(t)}
∣∣∣
f=0

=
j

2π

d

df
X(f)

∣∣∣
f=0

=
j

2π
X ′(0) (58)

ενώ ο παρονοµαστής ∫ ∞
−∞

x(t)dt =

∫ ∞
−∞

x(t)e−j2πftdt
∣∣∣
f=0

= X(0) (59)

΄Αρα

Cg =
j

2π

X ′(0)

X(0)
(60)

(ϐʹ) Χρειαζόµαστε τα X ′(0), X(0). Είναι

X(0) = XR(0) + jXI(0) = 1 + j0 = 1 (61)

και

X ′(0) =
d

df
X(f)

∣∣∣
f=0

=
d

df
(XR(f) + jXI(f))

∣∣∣
f=0

=
d

df
XR(f)

∣∣∣
f=0

+ jXI(f)
∣∣∣
f=0

(62)

Χωρίς να υπολογίσουµε αναλυτικά τις παραγώγους, και απλά σχεδιάζοντας το πραγµατικό και το ϕανταστικό
µέρος, ϐλέπουµε ότι

X ′R(0) = 0 (63)
X ′I(0) = −1 (64)

γιατί Ϲητάµε την παράγωγο γύρω από το µηδέν στα δυο σήµατα, και στο X ′R(f) αυτή είναι µηδέν (ως παρά-
γωγος σταθεράς), ενώ στο X ′I(0) αυτή είναι ίση µε την κλίση µιας ευθείας, που είναι ίση µε −1. ΄Αρα

Cg =
j

2π

−j
1

=
1

2π
(65)

(γʹ) Ο παρονοµαστής µπορεί να µηδενίζεται αν το σήµα είναι µηδενικής µέσης τιµής (ή εναλλακτικά, ανX(0) = 0).

Θέµα 4ο - 30 µονάδες: συσχετίσεις και ϕασµατικές πυκνότητες

(αʹ) (10 µ.) Σωστό ή λάθος : ‘‘Υπάρχουν τουλάχιστον δυο διαφορετικά σήµατα, x(t) 6= y(t), που να έχουν την ίδια
συνάρτηση αυτοσυσχέτισης, φx(τ) = φy(τ)’’. ∆ικαιολογήστε κάθε απάντησή σας.

(ϐʹ) (20 µ.) ΄Εστω το σήµα x(t) µε συνάρτηση αυτοσυσχέτισης

φx(τ) =
2(b+ 1)

(b+ 1)2 + τ 2
(66)

και ϕασµατική πυκνότητα ενέργειας Φx(f). Υπολογίστε την ενέργεια του σήµατος x(t) που κατανέµεται στο
διάστηµα συχνοτήτων

[
− 1

b+1
, 1
b+1

]
.
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Λύση:

(αʹ) Σωστό. ∆εδοµένου ότι η αυτοσυσχέτιση είναι ‘‘τυφλή’’ στην αρχική ϕάση (µετατόπιση) του σήµατος, τα σήµατα

x(t) και y(t) = x(t− t0), ∀t0 ∈ R (67)

έχουν την ίδια αυτοσυσχέτιση φx(τ) = φy(τ). ΄Αρα υπάρχουν άπειρα σήµατα x(t) 6= y(t) µε φx(τ) = φy(τ).
Εναλλακτικά, τα σήµατα

x(t) και y(t) = −x(t) (68)

έχουν την ίδια αυτοσυσχέτιση, καθώς για το y(t) το πρόσηµο εξουδετερώνεται µέσα στον ορισµό της αυτοσυ-
σχέτισης.

(ϐʹ) Η ϕασµατική πυκνότητα ενέργειας δίνεται ως

Φx(f) = F{φx(τ)} = 2πe−2π(b+1)|−f | = 2πe−2π(b+1)|f | (69)

γιατί ξέρουµε ότι

e−ψ|t| ←→ 2ψ

ψ2 + 4π2f 2
(70)

οπότε από δυικότητα
2ψ

ψ2 + 4π2t2
←→ e−ψ|−f | = e−ψ|f | (71)

Πολλαπλασιάζοντας και διαιρώντας τη δοσµένη σχέση µε 4π2 έχουµε

2π
2(2π(b+ 1))

(2π(b+ 1))2 + 4π2t2
←→ 2πe−2π(b+1)|f | (72)

΄Αρα η Ϲητούµενη ενέργεια είναι

Eint =

∫ 1
b+1

− 1
b+1

Φx(f)df = 2π

∫ 1
b+1

− 1
b+1

e−2π(b+1)|f |df (73)

= 2π

∫ 0

− 1
b+1

e2π(b+1)fdf + 2π

∫ 1
b+1

0

e−2π(b+1)fdf (74)

=
1

b+ 1
e2π(b+1)f

∣∣∣0
−1/b+1

− 1

b+ 1
e−2π(b+1)f

∣∣∣1/b+1

0
(75)

=
1

b+ 1
(1− e−2π)− 1

b+ 1
(e−2π − 1) =

2

b+ 1
(1− e−2π) (76)

Θέµα 5ο - 20 µονάδες: δειγµατοληψία και ϕίλτρα επιλογής συχνοτήτων

΄Εστω το σήµα εισόδου

w(t) = 2 cos(2(a · 10)πt)− cos
(

2[(b+ 6) · 10]πt+
π

c+ 3

)
− 1

2
sin
(

110πt+
π

2

)
(77)

(αʹ) (5 µ.) Βρείτε την ισχύ, Pw, και τη συχνότητα Nyquist για το παραπάνω σήµα.

(ϐʹ) (5 µ.) Βρείτε το σήµα διακριτού χρόνου w[n] αν η συχνότητα δειγµατοληψίας του είναι η fs = 240 Hz.
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(γʹ) (10 µ.) Αν το παραπάνω σήµα w(t) περάσει από ένα σύστηµα µε κρουστική απόκριση

h(t) = 120sinc(60t) cos(2π65t) (78)

πόση είναι η ισχύς στην έξοδο του συστήµατος και ποιός ο ϱυθµός Nyquist για το σήµα εξόδου ;

Λύση:

(αʹ) Η ισχύς του w(t) ισούται µε

Pw =
3∑

k=1

A2
k

2
(79)

µε Ak τα πλάτη των ηµιτονοειδών. ΄Αρα

Pw = 2 +
1

2
+

1

8
=

21

8
(80)

ενώ η συχνότητα Nyquist είναι
fmax = max{a · 10, (b+ 6) · 10, 55} Hz (81)

(ϐʹ) Θέτουµε t := n
fs

και έχουµε

w[n] = 2 cos
(
aπ

n

12

)
− cos

(
[(b+ 6)]π

n

12
+

π

c+ 3

)
− 1

2
sin
(

11π
n

24
+
π

2

)
(82)

(γʹ) Το σύστηµα µε τη δοσµένη κρουστική απόκριση είναι ένα ιδανικό Ϲωνοπερατό ϕίλτρο µε κεντρική συχνότητα
fcenter = 65 Hz και εύρος Ϲώνης 60 Hz, δηλ. περνά αναλλοίωτες τις συχνότητες (−95,−35) ∪ (35, 95). Οπότε
περνά σίγουρα το ηµίτονο −1

2
sin
(

110πt + π
2

)
και όποια άλλα, ανάλογα µε τα ψηφία του ΑΜ σας. Τόσο η

ισχύς όσο και ο ϱυθµός Nyquist εξαρτώνται από το πόσες συνιστώσες της εισόδου περνούν στην έξοδο στην
περίπτωσή σας.


