
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΚΡΗΤΗΣ
Τµήµα Επιστήµης Υπολογιστών

HY-215: Εφαρµοσµένα Μαθηµατικά για Μηχανικούς

∆ιδάσκοντες: Γ. Στυλιανού, Γ. Καφεντζής

ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΗ ΤΕΛΙΚΗ ΕΞΕΤΑΣΗ

Προφανώς δεν µπορούν να υπάρξουν εντελώς αναλυτικές λύσεις καθώς ο/η καθένας/καθεµιά σας είχε γρα-
πτό ϑεµάτων που διέφερε µε των υπολοίπων είτε στην αρίθµηση των ϑεµάτων είτε στα δεδοµένα τους - είναι ένας
τρόπος διασφάλισης της αδιαβλητότητας της εξέτασης : διαφορετικά ϑέµατα για σχεδόν όλους/ες, στην ίδια όµως
ϕιλοσοφία για να µην υπάρξουν αδικίες.

Σε αυτό το κείµενο ϑα συζητήσουµε για τις γενικές λύσεις των ϑεµάτων.

Η αρίθµηση των ϑεµάτων είναι τυχαία.

Θέµα 1ο - 25 µονάδες

΄Εστω το σύστηµα του Σχήµατος 1.

Σχήµα 1: Σχήµα Θέµατος 1.

(αʹ) (5 µ.) Εκφράστε την κρουστική απόκριση του συστήµατος ως συνάρτηση των επιµέρους κρουστικών αποκρί-
σεων των υποσυστηµάτων.

(ϐʹ) (20 µ.) ΄Εστω

h1(t) = (A+D)e−(B+1)tu(t) (1)
h2(t) = u(t)− u(t− 1) (2)
h3(t) = u(t) + u(t− 1) (3)
h4(t) = δ(t− 1) (4)

Βρείτε την κρουστική απόκριση htot(t) του συνολικού συστήµατος (εκτελέστε όλες τις συνελίξεις που απαι-
τούνται).

Λύση:

(αʹ) Από το σχήµα ϐλέπουµε ότι
htot(t) = h1(t) + (h2(t) ∗ (h3(t) + h4(t))) (5)



Εφαρµοσµένα Μαθηµατικά για Μηχανικούς - 2019-20/Επαναληπτική Τελική Εξέταση 2

(ϐʹ) Αντικαθιστώντας ϑα είναι

htot(t) = (A+D)e−(B+1)tu(t) + [u(t)− u(t− 1)] ∗ [u(t) + u(t− 1) + δ(t− 1)] (6)

Βλέπετε ότι ο όρος (A+D)e−(B+1)tu(t) δε ϑα αλλάξει ως το τέλος, καθώς δεν εµπλέκεται σε κάποια συνέλιξη.
Οπότε

htot(t) = (A+D)e−(B+1)tu(t) + [u(t)− u(t− 1)] ∗ [u(t) + u(t− 1) + δ(t− 1)] (7)

= (A+D)e−(B+1)tu(t) + [u(t)− u(t− 1)] ∗ [u(t) + u(t− 1)] + u(t− 1)− u(t− 2) (8)

= (A+D)e−(B+1)tu(t) + u(t) ∗ u(t) + u(t) ∗ u(t− 1)− u(t) ∗ u(t− 1) (9)
− u(t− 1) ∗ u(t− 1) + u(t− 1)− u(t− 2) (10)

= (A+D)e−(B+1)tu(t) + u(t) ∗ u(t)− u(t− 1) ∗ u(t− 1) + u(t− 1)− u(t− 2) (11)

Είναι
u(t) ∗ u(t) = tu(t) (12)

και
u(t− 1) ∗ u(t− 1) = (t− 2)u(t− 2) (13)

και έτσι

htot(t) = (A+D)e−(B+1)tu(t) + tu(t)− (t− 2)u(t− 2) + u(t− 1)− u(t− 2) (14)

= (A+D)e−(B+1)tu(t) + tu(t)− tu(t− 2) + 2u(t− 2) + u(t− 1)− u(t− 2) (15)

= (A+D)e−(B+1)tu(t) + tu(t) + u(t− 1)− (t− 1)u(t− 2) (16)

Θέµα 2ο - 25 µονάδες

Βρείτε το µετασχ. Laplace του σήµατος

x(t) = (A− (B + 1)t)[u(t)− u((D + 1)t− 1)] (17)

Λύση: Αρχικά µπορούµε να γράψουµε ότι

u((D + 1)t− 1) =

{
1, (D + 1)t− 1 > 0
0, αλλού =

{
1, t > 1

D+1

0, αλλού
= u

(
t− 1

D + 1

)
(18)

και έτσι
x(t) = (A− (B + 1)t)

[
u(t)− u

(
t− 1

D + 1

)]
(19)

Οπότε

x(t) = (A− (B + 1)t)
[
u(t)− u

(
t− 1

D + 1

)]
(20)

= Au(t)− Au
(
t− 1

D + 1

)
− (B + 1)tu(t) + (B + 1)tu

(
t− 1

D + 1

)
(21)
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µε τους παρακάτω µετασχ. Laplace:

Au(t)←→ A

s
, σ > 0 (22)

−Au
(
t− 1

D + 1

)
←→ −A

s
e−

1
D+1

s, σ > 0 (23)

−(B + 1)tu(t)←→ −(B + 1)
1

s2
, σ > 0 (24)

(B + 1)tu
(
t− 1

D + 1

)
←→ ?? (25)

Ο τελευταίος µετασχηµατισµός µπορεί να υπολογιστεί εύκολα αν γράψουµε το σήµα στο χρόνο ως

(B + 1)tu
(
t− 1

D + 1

)
= (B + 1)

(
t− 1

D + 1

)
u
(
t− 1

D + 1

)
+
B + 1

D + 1
u
(
t− 1

D + 1

)
(26)

΄Ετσι, ο µετασχηµατισµός γράφεται

(B + 1)
1

s2
e−

1
D+1

s +
[B + 1

D + 1

]1
s
e−

1
D+1

s, σ > 0 (27)

Συνολικά

X(s) =
A

s
− A

s
e−

s
D+1 − (B + 1)

1

s2
+ (B + 1)

1

s2
e−

1
D+1

s +
[B + 1

D + 1

]1
s
e−

1
D+1

s (28)

=
A

s
(1− e−

s
D+1 )− B + 1

s2
(1− e−

s
D+1 ) +

[B + 1

D + 1

]1
s
e−

s
D+1 (29)

=
(
1− e−

s
D+1

)(A
s
− B + 1

s2

)
+
[B + 1

D + 1

]1
s
e−

s
D+1 (30)

Ανάλογα µε τις τιµές των σταθερών, µπορείτε να απλοποιήσετε περισσότερο την παραπάνω έκφραση. Το πεδίο
σύγκλισης του µετασχηµατισµού είναι όλο το s−επίπεδο γιατί το σήµα είναι πεπερασµένης διάρκειας.

Εναλλακτικά, µπορείτε αν υπολογίσετε το µετασχηµατισµό από τη σχέση

x(t) = (A− (B + 1)t)
[
u(t)− u

(
t− 1

D + 1

)]
=

{
A− (B + 1)t, 0 < t < 1

D+1

0, αλλού
(31)

ως

X(s) =

∫ 1
D+1

0

(A− (B + 1)t)e−stdt (32)

= A

∫ 1
D+1

0

e−stdt− (B + 1)

∫ 1
D+1

0

te−stdt (33)

= −A
s
e−st

∣∣∣ 1
D+1

0
− (B + 1)e−st

(−st− 1

s2

)∣∣∣ 1
D+1

0
(34)

= −A
s

(
e−

s
D+1 − 1

)
− (B + 1)

1

s2

(
e−

s
D+1

(
− s

D + 1
− 1
)
+ 1

)
(35)

=
A

s

(
1− e−

s
D+1

)
− (B + 1)

1

s2

(
− e−

s
D+1

s

D + 1
− e−

s
D+1 + 1

)
(36)

=
A

s

(
1− e−

s
D+1

)
+
[B + 1

D + 1

]1
s
e−

s
D+1 +

B + 1

s2
e−

s
D+1 − B + 1

s2
(37)

=
(
1− e−

s
D+1

)(A
s
− B + 1

s2

)
+
[B + 1

D + 1

]1
s
e−

s
D+1 (38)
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Τέλος, µπορούµε εξ΄ αρχής να χρησιµοποιήσουµε την ιδιότητα

x(at)←→ 1

|a|
X(s/a) (39)

µαζί µε την ιδιότητα της χρονικής µετατόπισης

x(t− t0)←→ X(s)e−st0 (40)

για το σήµα u((D + 1)t− 1), που ϑα µας δώσει

u((D + 1)t− 1)←→ 1

D + 1

1

s
e−s
∣∣∣
s:= s

D+1

=
1

D + 1

1
s

D+1

e−
s

D+1 =
1

s
e−

s
D+1 (41)

και να συνεχίσετε όπως παραπάνω.

Θέµα 3ο - 25 µονάδες

΄Εστω η κρουστική απόκριση ενός ΓΧΑ συστήµατος ως

h(t) = A− (B + 1)e−(A+1)tu(t) (42)

(αʹ) (10 µ.) Υπολογίστε την απόκριση σε συχνότητα H(f).

(ϐʹ) (15 µ.) Βρείτε την έξοδο του συστήµατος αν στην είσοδο εµφανιστεί το σήµα

x(t) = (D + 1)e−(C+1)tu(t) (43)

Λύση:

(αʹ) Από γνωστούς πίνακες έχουµε ότι

H(f) = F{A− (B + 1)e−(A+1)tu(t)} = Aδ(f)− B + 1

(A+ 1) + j2πf
(44)

(ϐʹ) Η είσοδος έχει µετασχ. Fourier

X(f) =
D + 1

C + 1 + j2πf
(45)

Από τη ϑεωρία συστηµάτων έχουµε

Y (f) = H(f)X(f) =
(
Aδ(f)− B + 1

(A+ 1) + j2πf

) D + 1

C + 1 + j2πf
(46)

= Aδ(f)
D + 1

C + 1 + j2πf
− B + 1

A+ 1 + j2πf

D + 1

C + 1 + j2πf
(47)

=
A(D + 1)

C + 1
δ(f)− (B + 1)(D + 1)

(A+ 1 + j2πf)(C + 1 + j2πf)
(48)

λόγω της ιδιότητας
X(f)δ(f − f0) = X(f0)δ(f − f0) (49)

Ο δεύτερος όρος αναπτύσσεται σε µερικά κλάσµατα ως

(B + 1)(D + 1)

(A+ 1 + j2πf)(C + 1 + j2πf)
=

a

A+ 1 + j2πf
+

b

C + 1 + j2πf
(50)

µε a, b σταθερές που προκύπτουν από το ανάπτυγµα. Συνολικά, το σήµα εξόδου y(t) ϑα είναι

y(t) =
A(D + 1)

(C + 1)
− ae−(A+1)tu(t)− be−(C+1)tu(t) (51)
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Θέµα 4ο - 20 µονάδες

΄Εστω το ΓΧΑ σύστηµα της µορφής

H(s) =
As2 +Bs+ C

Ds2 + Cs+B + 1
(52)

(αʹ) (5 µ.) Σχεδιάστε όλους τους πόλους και όλα τα µηδενικά του συστήµατος. Για ποιό πεδίο σύγκλισης είναι το
σύστηµα ευσταθές και αιτιατό ;

(ϐʹ) (7.5 µ.) ΑνHi(s) = 1/H(s) είναι το περίφηµο αντίστροφο σύστηµα, είναι αυτό ευσταθές και αιτιατό αντίστροφο
σύστηµα ; Εξηγήστε σε κάθε περίπτωση.

(γʹ) (7.5 µ.) Γράψτε µια διαφορική εξίσωση που περιγράφει το αντίστροφο σύστηµα.

Λύση:

(αʹ) Ανάλογα µε τις σταθερές, µπορείτε να ϐρείτε τους πόλους και τα µηδενικά. Το σύστηµα είναι ευσταθές
και αιτιατό για ένα πεδίο σύγκλισης (αν υπάρχει) της µορφης σ > max<{sk}, µε sk τους πόλους που
ϐρήκατε. Στις περισσότερες περιπτώσεις, οι πόλοι είναι µιγαδικοί συζυγείς αριθµοί και ϐρίσκονται στο
αριστερό ηµιεπίπεδο, οπότε πάντα ϑα υπάρχει πεδίο σύγκλισης αιτιατό και ευσταθές. Στις λίγες περιπτώσεις
που πόλοι υπάρχουν επάνω στο ϕανταστικό άξονα, δεν υπάρχει ευσταθές σύστηµα. Στις περιπτώσεις που ο
ϐαθµός του πολυωνύµου του αριθµητή είναι διαφορετικός από του παρανοµαστή, πρέπει να υποδείξετε που
υπάρχουν τα missing µηδενικά ή πόλοι (προφανώς στο άπειρο), και ανάλογα να προσαρµόσετε την απάντηση
σας σχετικά µε το πεδίο σύγκλισης (που δεν πρέπει να περιέχει πόλους).

(ϐʹ) Το αντίστροφο σύστηµα ϑα είναι της µορφής

Hinv(s) =
Ds2 + Cs+B + 1

As2 +Bs+ C
(53)

Το σύστηµα είναι ευσταθές και αιτιατό για ένα πεδίο σύγκλισης (αν υπάρχει) της µορφης σ > max<{sk}, µε
sk τα µηδενικά του αρχικού συστήµατος. Ισχύουν οι ίδιες παρατηρήσεις µε παραπάνω.

(γʹ) Η γενική µορφή της διαφορικής εξίσωσης ϑα είναι

Hinv(s) =
Y (s)

X(s)
=
Ds2 + Cs+B + 1

As2 +Bs+ C
(54)

και µετά από πράξεις και ιδιότητες του µετασχηµατισµού έχουµε

A
d2

dt2
y(t) +B

d

dt
y(t) + Cy(t) = D

d2

dt2
x(t) + C

d

dt
x(t) + (B + 1)x(t) (55)

Θέµα 5ο - 25 µονάδες

Για τα συστήµατα του Σχήµατος 2 (µε την είσοδο και τα ηµίτονα να είναι εν γένει διαφορετικά για τον

καθένα/καθεµιά από σας), σχεδιάστε προσεκτικά τις συναρτήσεις A(f), B(f), C(f), και Y (f). Με ποιά
συχνότητα δειγµατοληψίας πρέπει να δειγµατοληπτήσετε τα σήµατα a(t), b(t), c(t), y(t) για να µπορείτε να τα
ανακτήσετε από τα δείγµατά τους ; Θεωρήστε τα σήµατα ως ϐασικής Ϲώνης και ϑεωρήστε ιδανική δειγµατοληψία.

Λύση: Θα έχουµε διαδοχικά

a(t) = x(t) cos(2π50t)←→ A(f) =
1

2
X(f − 50) +

1

2
X(f + 50) (56)

b(t) = a(t) ∗ h1(t)←→ B(f) = A(f)H1(f) (57)

c(t) = b(t) cos(2π100t)←→ C(f) =
1

2
B(f − 100) +

1

2
B(f + 100) (58)

y(t) = c(t) ∗ h2(t)←→ Y (f) = C(f)H2(f) (59)
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Σχήµα 2: Σχήµα Θέµατος 5.

αφού κάθε πολλαπλασιασµός ενος σήµατος µε ένα συνηµίτονο µεταφέρει το ϕάσµα του σήµατος από το µηδέν
γύρω από τη συχνότητα του ηµιτόνου (ϑετική και αρνητική). Τα σχήµατα που Ϲητούνται ϕαίνονται στο Σχήµα 3.

Σχήµα 3: Σχήµατα Θέµατος 5.

Εξετάζοντας τα σχήµατα, ϐρίσκοντας εύκολα τις µέγιστες µη µηδενικές συχνότητές τους, και ϑεωρώντας τα
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σηµατα ως ϐασικής Ϲώνης, µπορούµε να ϐρούµε ότι οι κατάλληλες συχνότητες ιδανικής δειγµατοληψίας ϑα είναι

a(t) −→ fs > 120 Hz (60)
b(t) −→ fs > 100 Hz (61)
c(t) −→ fs > 300 Hz (62)
y(t) −→ fs > 120 Hz (63)


