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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΗ ΤΕΛΙΚΗ ΕΞΕΤΑΣΗ - ΛΥΣΕΙΣ

Θέµα 1ο: Περιοδικά Σήµατα - 25 µονάδες

∆ίνεται το παρακάτω περιοδικό µε περίοδο T0 σήµα

x(t) = 2 cos
(

2π200t+
π

3

)
+ cos

(
2π500t− π

8

)
− sin

(
2π600t+

2π

5

)
(1)

(αʹ) (12.5 µ.) Βρείτε την περίοδο, T0, του σήµατος και σχεδιάστε το ϕάσµα πλάτους και ϕάσης.

(ϐʹ) (5 µ.) Το σήµα x(t) πολλαπλασιάζεται µε έναν όρο ej2π200t. Πώς µεταβάλλονται τα ϕάσµατα πλάτους και
ϕάσης ;1 Σχεδιάστε τα.

(γʹ) (7.5 µ.) Το σήµα x(t) περνάει από ένα ϕίλτρο h(t), που έχει µετασχηµατισµό Fourier:

H(f) =

{
1
2
, f > 530 Hz

0, f ≤ 530 Hz. (2)

Σχεδιάστε το ϕάσµα πλάτους και ϕάσης του x(t) στην έξοδο του ϕίλτρου.

Λύση:

(αʹ) Η ϑεµελιώδης συχνότητα δίνεται από τη σχέση

f0 = Μ.Κ.∆{200, 500, 600} = 100Hz (3)

και άρα T0 = 1/f0 = 1/100 = 0.01 δευτερόλεπτα. Το δοθέν σήµα αναπτύσσεται ως

x(t) = ej2π200tejπ/3+e−j2π200te−jπ/3+
1

2
ej2π500te−jπ/8+

1

2
e−j2π500tejπ/8+

1

2
ej9π/10ej2π600t+

1

2
e−j9π/10e−j2π600t (4)

και το ϕάσµα πλάτους και ϕάσης ϕαίνεται στο Σχήµα 1.

(ϐʹ) Από την ιδιότητα των Σειρών Fourier
ej2πMf0tx(t)←→ Xk−M (5)

το ϕάσµα πλάτους ϑα µετατοπιστεί κατά 200 Hz δεξιά. Το νέο ϕάσµα πλάτους ϕαίνεται στο Σχήµα 2.

(γʹ) Το ϕίλτρο κόβει τις συχνότητες µικρότερες των 530 Hz και περνά στην έξοδο τις συχνότητες µεγαλύτερες των
530 Hz, µε µεταβολή στο πλάτος τους κατά παράγοντα 0.5. ΄Αρα µόνο ο τελευταίος όρος του αθροίσµατος
περνά από το ϕίλτρο. Η έξοδος ϑα είναι

y(t) =
1

4
ej9π/10ej2π600t (6)

Το ϕάσµα πλάτους και ϕάσης της εξόδου ϕαίνεται στο Σχήµα 3.
1∆ε χρειάζεται καµία πράξη για να απαντήσετε !
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Σχήµα 1: Φάσµα πλάτους και ϕάσης Θέµατος 1, ερώτηµα (α).
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Σχήµα 2: Φάσµα πλάτους και ϕάσης Θέµατος 1, ερώτηµα (ϐ).

Θέµα 2ο: Συσχετίσεις και Φασµατικές Πυκνότητες - 20 µονάδες

Η Φασµατική Πυκνότητα Ενέργειας, Φx(f), ενός σήµατος x(t) δίνεται ως :

Φx(f) = 2sinc(2f) + sinc2(4f) (7)

(αʹ) (10 µ.) Βρείτε τη συνάρτηση αυτοσυσχέτισης, φx(τ), του σήµατος x(t).
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Σχήµα 3: Φάσµα πλάτους και ϕάσης Θέµατος 1, ερώτηµα (γ).

(ϐʹ) (10 µ.) Βρείτε την ενέργεια του σήµατος

E =

∫ ∞
−∞
|x(t)|2dt

Λύση:

(αʹ) Η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης αποτελεί τον αντίστροφο µετασχ. Fourier της Φασµατικής Πυκνότητας Ενέρ-
γειας. Από γνωστά Ϲεύγη Fourier, έχουµε

φx(τ) = rect
(τ

2

)
+

1

4
tri
(τ

4

)
(8)

(ϐʹ) Ισχύει ότι

E =

∫ +∞

−∞
|x(t)|2dt =

∫ +∞

−∞
x(t)x(t+ 0)dt = φx(0) = rect(0) +

1

4
tri(0) =

5

4
(9)

Θέµα 3ο: ∆ιαφορικές Εξισώσεις στο χώρο του µετασχ. Laplace - 30 µονάδες

∆ίνεται η παρακάτω διαφορική εξίσωση που περιγράφει ένα αιτιατό ΓΧΑ σύστηµα:

d2y(t)

dt2
+ 7

dy(t)

dt
+ 12y(t) = 5

dx(t)

dt
+ 3x(t) (10)

(αʹ) (10 µ.) Βρείτε τη συνάρτηση µεταφοράς, H(s).

(ϐʹ) (12.5 µ.) Βρείτε την κρουστική απόκριση του συστήµατος, h(t).

(γʹ) (7.5 µ.) Μπορείτε να ϐρείτε το µετασχηµατισµό Fourier H(f) του σήµατος µέσω του µετασχ. Laplace; Αν
ναι, ϐρείτε τον. Αν όχι, αιτιολογήστε.

Λύση:
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(αʹ) Εφαρµόζοντας την ιδιότητα της παραγώγισης, έχουµε

s2Y (s) + 7sY (s) + 12Y (s) = 5sX(s) + 3X(s) (11)
(s2 + 7s+ 12)Y (s) = (5s+ 3)X(s) (12)

Y (s)

X(s)
=

5s+ 3

s2 + 7s+ 12
(13)

H(s) =
5s+ 3

(s+ 4)(s+ 3)
(14)

µε <{s} > −3 αφού το σύστηµα είναι αιτιατό.

(ϐʹ) ΄Εχουµε

H(s) =
5s+ 3

(s+ 4)(s+ 3)
=

A

s+ 4
+

B

s+ 3
(15)

= 17
1

s+ 4
− 12

1

s+ 3
(16)

και αφού το σήµα είναι αιτιατό
h(t) = 17e−4tu(t)− 12e−3tu(t) (17)

(γʹ) Αφού ο ϕανταστικός άξονας σ = 0 περιλαµβάνεται στο πεδίο σύγκλισης, ο µετασχ. Fourier µπορεί να ϐρεθεί
ϑέτοντας s = j2πf στο µετασχ. Laplace ως

H(s)
∣∣∣
s=j2πf

=
5j2πf + 3

(j2πf + 4)(j2πf + 3)
(18)

Θέµα 4ο: Μετασχηµατισµός Fourier - 15 µονάδες

΄Εστω το σήµα

x(t) =

{
cos(2πf0t), 0 ≤ t ≤ 1
0, αλλού (19)

(αʹ) (10 µ.) Βρείτε το µετασχ. Fourier, X(f), του παραπάνω σήµατος µε χρήση συναρτήσεων sinc(·).

(ϐʹ) (5 µ.) Υπολογίστε το X(0) συναρτήσει της συχνότητας f0.

Λύση:

(αʹ) Το σήµα µπορεί να γραφεί ως

x(t) = cos(2πf0t)rect
(t− 1/2

1

)
(20)

X(f) =
(1

2
δ(f − f0) +

1

2
δ(f + f0)

)
∗ sinc(f)e−j2πf

1
2 (21)

=
1

2
sinc(f − f0)e−jπ(f−f0) +

1

2
sinc(f + f0)e

−jπ(f+f0) (22)
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(ϐʹ) Το X(0) υπολογίζεται ως

X(0) =
1

2
sinc(0− f0)e−jπ(0−f0) +

1

2
sinc(0 + f0)e

−jπ(0+f0) (23)

=
1

2
sinc(−f0)ejπf0 +

1

2
sinc(f0)e

−jπf0 (24)

= sinc(f0) cos(πf0) (25)

=
1

2πf0
sin(2πf0) (26)

= sinc(2f0) (27)

λόγω των ιδιοτήτων sinc(−x) = sinc(x) και sin(2x) = 2 sin(x) cos(x).

Θέµα 5ο: Αυτοσυσχέτιση και ∆ειγµατοληψία - 25 µονάδες

΄Εστω το σήµα ισχύος

x(t) =

{
2 sin(t), t > 0
0, αλλού (28)

(αʹ) (5 µ.) Σχεδιάστε το σήµα x(t).

(ϐʹ) (20 µ.) Θέλουµε να δειγµατοληπτήσουµε την αυτοσυσχέτιση, φx(τ), του σήµατος x(t). ∆ιαλέξτε µια συχνότητα
δειγµατοληψίας fs η οποία να ανακατασκευάζει το σήµα ακριβώς από τα δείγµατά του. Αιτιολογήστε την
επιλογή σας. Σας δίνεται ότι :

2 sin(θ) sin(φ) = cos(θ − φ)− cos(θ + φ)

Λύση:
∆ιακρίνοντας τις περιπτώσεις, έχουµε:

• Για −τ < 0⇐⇒ τ > 0, είναι

φx(τ) = lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T
x(t)x(t+ τ)dt (29)

= lim
T→∞

1

2T

∫ T

0

4 sin(t) sin(t+ τ)dt (30)

= lim
T→∞

1

T

(∫ T

0

cos(τ)dt−
∫ T

0

cos(2t+ τ)dt
)

(31)

= lim
T→∞

1

T
T cos(τ)− lim

T→∞

1

T

(
sin(2T + τ)− sin(τ)

)
(32)

= cos(τ) (33)

γιατί limx→∞
1
x

sin(x+ a) = 0.

• Για −τ > 0⇐⇒ τ < 0, µε όµοιο τρόπο ϐρίσκουµε

φx(τ) = cos(τ) (34)

΄Αρα συνολικά
φx(τ) = cos(τ) ∀τ (35)
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Η συχνότητα του σήµατος είναι f0 = 1
2π

, άρα σύµφωνα µε το ϑεώρηµα του Shannon, η συχνότητα δειγµατοληψίας
πρέπει να είναι µεγαλύτερη από το διπλάσιο αυτής, δηλ.

fs > 2f0 =
1

π
(36)

Επιλέγουµε συχνότητα δειγµατοληψίας fs = 1 Hz (ή οποιαδήποτε µεγαλύτερη της fs).

Συνολικές µονάδες: 115 - ΄Αριστα: 105

Καλή Επιτυχία !


