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Συστήµατα

1 Εισαγωγή

Σε αυτές τις σηµειώσεις, ϑα δούµε πως χρησιµοποιειται ο µετασχ. Laplace στα ΓΧΑ συστήµατα, και ποιά η ϐαθύτερη
σχέση του µε το µετασχ. Fourier. Εχουµε δει οτι όταν το πεδίο σύγκλισης περιλαµβάνει το ϕανταστικό άξονα, τοτε
µπορούµε να υπολογίσουµε το µετασχ. Fourier από το µετασχ. Laplace ως :

X(f) = X(s)
∣∣∣
σ=0

(1)

΄Οµως ποιά ειναι η ϐαθύτερη σηµασία του µετασχ. Laplace; ∆εν µπορεί να ειναι µόνο η χρήση του για τον υπολογισµό
του µετασχ. Fourier, έτσι δεν είναι ; Ποιά η σηµασία των πόλων στο πεδίο σύγκλισης ; Ποιά αυτή των µηδενικών ; Τι
συµβαίνει όταν περνάµε ένα σήµα µέσα από ένα σύστηµα που περιγράφεται στο χώρο του Laplace; ΄Ολα αυτά ϑα τα
µελετήσουµε εδώ... :-)

2 Η Συνάρτηση Μεταφοράς

΄Εχουµε ήδη ορίσει ένα όνοµα για το µετασχ. Laplace της κρουστικής απόκρισης ενός ΓΧΑ συστήµατος : συµφωνήσαµε
να τον λέµε Συνάρτηση Μεταφοράς - Transfer Function. Θυµηθείτε ότι η έξοδος ενός ΓΧΑ συστήµατος σχετίζεται µε την
είσοδό του και µε το συστηµα µέσω της συνέλιξης

y(t) = x(t) ∗ h(t) (2)

Αυτή η σχέση µεταφράζεται στο χώρο του µετασχ. Laplace ως

Y (s) = X(s)H(s) (3)

΄Αρα ο µετασχ. Laplace της εξόδου ισούται µε το γινόµενο της συνάρτησης µεταφοράς επί το µετασχ. Laplace της
εισόδου. Με αναδιάταξη της παραπάνω σχέσης, έχουµε

H(s) =
Y (s)

X(s)
(4)

η οποία σχέση µας ϑυµίζει την αντίστοιχη σχέση στα συστήµατα, οταν µελετούσαµε το µετασχ. Fourier:

H(f) =
Y (f)

X(f)
(5)

Στη συνέχεια αυτών των σηµειώσεων, ϑα προτιµήσουµε το συµβολισµό

X(ω) =

∫ +∞

−∞
x(t)e−jωtdt (6)

για το µετασχ. Fourier, και αντίστοιχα, ο µετασχ. Laplace ϑα είναι

X(σ + jω) = X(s) =

∫ +∞

−∞
x(t)e−(σ+jω)tdt (7)
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΄Ετσι, ο ϕανταστικός άξονας του s-επιπέδου ϑα εξαρτάται από µια µεταβλητή ω, αντί της 2πf που είχαµε ως τώρα, και
ήταν κάπως άβολο στη χρήση και τη σχεδίαση.

Για να λάβουµε περισσότερη πληροφορία για τη συνάρτηση µεταφοράς, ϑα ηταν πολύ ϐολικό να τη γράψουµε σε
µορφή παραγόντων, ως

H(s) = A

M∏
k=1

(s− ck)

N∏
k=1

(s− dk)

(8)

µε A µια σταθερά. Υπενθυµίζουµε ότι οι αριθµοί ck, dk λέγονται µηδενικά και πόλοι, αντίστοιχα. Υπενθυµίζεται ότι οι
αριθµοί δεν είναι τίποτα περισσότερο από τις ϱίζες του αριθµητή και του παρονοµαστη της σχέσης (8), δηλ. τα µηδενικά
µηδενίζουν τον αριθµητή του H(s), άρα και το ίδιο το H(s), ενώ οι πόλοι µηδενίζουν τον παρονοµαστη του H(s), άρα
απειρίζουν το ίδιο το H(s).

Οι πόλοι και τα µηδενικά µιας ϱητής συνάρτησης µεταφοράς προσφέρουν σηµαντική πληροφορία για τα χαρακτη-
ϱιστικά ενός ΓΧΑ συστήµατος, όπως ϑα δούµε παρακάτω. ΄Αλλωστε, συµφωνα µε την παραπάνω σχέση (8), η γνώση των
πόλων, των µηδενικών, και της σταθεράς A καθορίζουν πλήρως της συνάρτηση µεταφοράς H(s) και έτσι προσφέρουν
µια ακόµα περιγραφή ενός ΓΧΑ συστήµατος, της οποίας η χρησιµότητα ϑα ϕανεί αµέσως τώρα...

3 Σχέση Απόκρισης σε Συχνότητα και Πόλων-Μηδενικών

΄Εστω λοιπόν ότι έχουµε τους πόλους και τα µηδενικά µιας συνάρτησης µεταφοράς H(s) στο µιγαδικό επίπεδο. Τι µας
λέει αυτό για το µετασχ. Fourier του συστηµατος, δηλ. της Απόκρισης σε Συχνότητα H(ω);1 Ποιά η σχέση που τα
συνδέει ; Πώς επηρεάζει η µορφη της H(s) την απόκριση σε συχνότητα H(ω); Ναι, ϐέβαια, ειπαµε ότι ισχύει

H(ω) = H(s)
∣∣∣
σ=0

= H(σ + jω)
∣∣∣
σ=0

(9)

όταν το πεδίο συγκλισης του H(s) περιλαµβάνει τον ϕανταστικό άξονα, αλλά δε µας αρκει αυτό ! :-) We want more! :-)
Εδώ λοιπόν ϑα συζητήσουµε για µια πιο διαισθητική προσέγγιση του µετασχ. Laplace και των πόλων-µηδενικών του,
πάντα σε σχέση µε το µετασχ. Fourier2.

Ας εξετάσουµε λοιπόν το ϕάσµα πλάτους και ϕάσης του H(ω), δηλ. το |H(ω)|, µε χρήση γραφικών-γεωµετρικών
µεθόδων, και ϕυσικά παρέα µε τους πόλους και τα µηδενικά της H(s). ΄Εστω ότι έχουµε την απόκριση πλάτους (δηλ.
το ϕάσµα πλάτους της απόκρισης σε συχνότητα) της H(ω) ως

|H(ω)| = |A|

M∏
k=1

|jω − ck|

N∏
k=1

|jω − dk|

(10)

όπως αυτή προκύπτει αν χρησιµοποιήσουµε τη σχέση (9) στη σχέση (8). Αυτή η σχέση περιλαµβάνει ένα λόγο γινοµένων
παραγόντων της µορφής |jω− λ|, όπου το λ είναι είτε πόλος είτε µηδενικό. Τα µηδενικά προφανώς συνεισφέρουν στον
αριθµητή, ενώ οι πόλοι στον παρονοµαστή. Ας κάνουµε τα πράγµατα πιο εύκολα. :-) Ας ϑεωρήσουµε το απλοποιηµένο
σύστηµα

|H(ω)| = |jω − c1|
|jω − d1|

(11)

µε έναν πόλο στη ϑέση d1 και ένα µηδενικό στη ϑέση c1. Ας ϑεωρησουµε ξανά ένα γενικό παράγοντα της µορφης
jω−λ. Προφανώς, το ω ειναι η συχνότητά µας, η οποία µεταβάλλεται από το −∞ ως το∞. Πώς αλλάζει ο παράγοντας

1Θυµηθείτε την ορολογια : Απόκριση σε Συχνότητα ↔ H(ω), Συνάρτηση Μεταφοράς ↔ H(s) :-)
2Το΄χουµε ξαναπεί... είµαστε µηχανικοί, όχι µαθηµατικοί, µας ενδιαφέρει η διαισθητική-πρακτική ερµηνεία των πραγµάτων ! :-)
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|jω − λ| όσο τρέχει το ω; Πώς αυτές οι αλλαγές επηρεάζουν το συνολικό |H(ω)|;

Για να απαντήσουµε σε αυτά τα ερωτήµατα, ϑα πρέπει να ϕανταστούµε τον παράγοντα jω−λ ως ένα διάνυσµα από
το σηµείο λ στο σηµείο jω, το οποίο ϕυσικά δεν είναι σταθερό, όπως στο Σχήµα 1.

Αρα αυτό το διάνυσµα είναι µεταβαλλόµενο. Το µήκος αυτού του διανύσµατος είναι ϕυσικά |jω − λ|. Εξετάζοντας
λοιπόν το µήκος αυτό όσο το ω µεταβάλλεται, µπορούµε να προσδιορίσουµε τη συµβολή κάθε πόλου ή µηδενικού στη
συνολική απόκριση πλάτους |H(ω)|!! :-) ∆είτε το Σχήµα 1.

ω3

σ

jω

0

λ

Re{λ}

Im{λ}

ω2

ω1

ω4

ω

σ

jω

0

λ

jω

(α) (β)

Σχήµα 1: (α) Παράγοντας jω − λ και (ϐ) Παράγοντας jω − λ όσο το ω µεταβάλλεται

Βλέπετε πώς µεταβάλλεται το διάνυσµα (και αρα και το µήκος του |jω − λ|) όσο µεταβάλλεται η συχνότητα ω. :-)
Παρατηρήστε ότι το µήκος του διανύσµατος ειναι αρκετά µεγάλο οσο το ω έρχεται από το −∞, µικραίνει συνεχώς όσο
πλησιάζει κοντά στο λ, γινεται ελάχιστο και ίσο µε |jω − λ| = |<{λ}| όταν ω = ={λ}, και µετά, όσο το ω ανεβαίνει
στο ∞, το διάνυσµα - και άρα και το µήκος του - ξαναµεγαλώνει. Παρατηρήστε οτι αν το λ είναι αρκετα κοντά στον
ϕανταστικό άξονα, τότε το |jω − λ| γίνεται πολύ µικρό για ω = ={λ}. Επίσης, στην ίδια περίπτωση, οι πιο ακαριαίες
αλλαγές στο |jω − λ| γίνονται στις συχνότητες κοντά στο λ! :-) Η όλη αυτή διαδικασία περιγράφεται στο Σχήµα 2.

|jω – λ|

ω0 ω4ω3ω2ω1

|Re{λ}|

Im{λ}

ω3

jω

0

λ

Re{λ}

Im{λ}

ω2

ω1

ω4

Σχήµα 2: Παράγοντας |jω − λ| συναρτήσει του ω

Ας δούµε τώρα τι συµβαινει στην περίπτωση που ο παράγοντας που εξετάζουµε ειναι είτε πόλος είτε µηδενικό.

• Αν το λ είναι µηδενικό, τοτε το |jω − λ| συνεισφέρει στον αριθµητή του |H(ω)|. ΄Αρα, σε συχνότητες που είναι
κοντά σε ενα µηδενικό, το |H(ω)| τείνει να µικραίνει. Το πόσο µικραίνει εξαρτάται από το πόσο κοντά στον
κατακόρυφο άξονα ϐρίσκεται το εν λόγω µηδενικό ! :-) Αν ϐρίσκεται σε κάποια απόσταση, όπως στο Σχήµα 1,
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τότε απλά η απόκριση πλάτους ϕθίνει αργά και οµαλά. Αν όµως το µηδενικό ϐρίσκεται κοντά στον άξονα jω,
τοτε η απόκριση πλάτους χαµηλώνει απότοµα γύρω από τη συγκεκριµένη συχνότητα. Τέλος, όταν το µηδενικό
ϐρίσκεται επάνω στον άξονα των ϕανταστικών αριθµών, η απόκριση πλάτους µηδενίζεται στη συχνότητα που
αντιστοιχει στο µηδενικό. Σε συχνότητες µακριά από το µηδενικό, δηλ. οταν |ω| � <{λ}, τοτε µπορούµε να
πούµε οτι |jω − λ| ≈ |ω| → ∞, όταν ω →∞.

• Αν το λ είναι πόλος, τότε το |jω − λ| συνεισφέρει στον παρονοµαστή του |H(ω)|. ΄Αρα, σε συχνότητες που
είναι κοντά σε εναν πόλο, το |H(ω)| τείνει να µεγαλώνει και σχηµατιζει µια κορυφή (γιατι ο παρονοµαστης του
κλάσµατος µικραίνει, ϕτάνει σε ενα ελάχιστο, και ξαναµεγαλώνει). Το πόσο µεγαλώνει εξαρτάται από το πόσο
κοντά στον κατακόρυφο άξονα ϐρίσκεται ο εν λόγω πόλος ! :-) Αν ϐρίσκεται σε κάποια απόσταση, τότε απλά η
απόκριση πλάτους µεγαλώνει µε αργό ϱυθµό, ως ότου ϕτάσει ένα µέγιστο. Αν ο πόλος ϐρίσκεται κοντά στον
κατακόρυφο άξονα, τότε η απόκριση πλάτους αυξάνει απότοµα γύρω από τη συχνότητα που αντιστοιχεί στον
πόλο. Αν όµως ο πόλος ϐρίσκεται επάνω στον άξονα jω, τοτε η απόκριση πλάτους απειρίζεται στη συχνότητα που
αντιστοιχει στον πόλο. Σε συχνότητες µακριά από τον πόλο, δηλ. οταν |ω| � <{λ}, τοτε µπορούµε να πούµε οτι
|jω − λ| ≈ |ω|, άρα 1/|jω − λ| ≈ 1/|ω| → 0, όταν ω →∞.

ω3

σ

jω

0

c1

Re{c1}

ω2

ω1

ω4

ω3

jω

0

d1

Re{d1}

ω2

ω1

ω4

σ

X

|jω-c1|

ω0 ω4ω3ω2ω1

1/|jω-d1|

ω0 ω4ω3ω2ω1

(α) Μηδενικό

(β) Πόλος

Σχήµα 3: Μηδενικό-πόλος και απόκριση πλάτους

Γενικά, τα µηδενικά κοντά στον κατακόρυφο άξονα τεινουν να ‘‘κατεβάζουν’’ την απόκριση πλάτους προς το µηδέν,
ενώ οι πόλοι κοντά στον κατακόρυφο άξονα, τείνουν να ‘‘ανεβάζουν’’ την απόκριση πλάτους προς µεγάλες τιµές. Επίσης,
όσο πιο κοντά στον ϕανταστικό άξονα ϐρίσκεται ο πόλος ή το µηδενικό, τόσο πιο απότοµες ϑα είναι οι µεταβολές της
απόκρισης πλάτους γύρω από τις συχνότητες στις οποίες ϐρίσκεται κοντά ο πόλος ή το µηδενικό. Για παράδειγµα,
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στο Σχήµα 3 ο πόλος και το µηδενικό ϐρίσκονται πιο κοντά στον ϕανταστικό άξονα απ΄ ό,τι στο Σχήµα 2. Βλέπετε ότι
οι µεταβολές της απόκρισης πλάτους στο Σχήµα 3 είναι πιο απότοµες σε σχέση µε τη µεταβολή της απόκρισης πλά-
τους στο Σχήµα 2 γύρω από τη συχνότητα του ϕανταστικού άξονα στην οποία ϐρίσκεται πιο κοντά ο πόλος ή το µηδενικό.

Ας επιστρέψουµε τώρα στο παράδειγµά µας, µε τον ένα πόλο και το ένα µηδενικό. Στο Σχήµα 3, ϕαίνεται η συ-
νεισφορά του µηδενικού και του πόλου αντίστοιχα, στην απόκριση πλάτους, ως ξεχωριστοί παράγοντες, συναρτήσει της
µεταβλητής ω. Παρατηρήστε ότι αν ο πόλος και το µηδενικό είναι στην ίδια ϑέση στο s-επίπεδο, όπως ϕαίνεται στο

σχήµα, αυτοί αλληλοακυρώνονται, και η απόκριση πλάτους είναι σταθερή, αφού |H(ω)| = |A||jω−c1|
1

|jω − d1|
= |A|,

αν c1 = d1!! Αυτό ϕαινεται κι αν πολλαπλασιάσετε τα δυο ϕάσµατα πλάτους του Σχήµατος 3.

Φυσικά µια τέτοια περίπτωση δεν έχει ενδιαφέρον τόσο αναλυτικής µελέτης όπως κάναµε εδω, οπότε συνήθως σε
µια τετοια αναπαράσταση ϑεωρούµε οτι αξίζει αναλυτικής µελέτης όταν ck 6= dk. Τότε, αν ϑεωρήσουµε οτι το µηδενικό
ϐρίσκεται κοντά στη συχνότητα ω2 και ο πόλος κοντά στη συχνότητα ω3, µε ίδιο πραγµατικό µέρος, το συνολικό ϕάσµα
πλάτους ϑα είναι, ποιοτικά, περίπου όπως στο Σχήµα 4.

jω

0

d1

Re{d1} = Re{c1}

ω2

ω1

ω4

σ

X

|Η(ω)| = |u|/|v| = |jω – c1|/|jω – d1|

ω0 ω4ω3ω2ω1

ω3

c1
u

1

Σχήµα 4: Μηδενικό-πόλος και συνεισφορά στη συνολική απόκριση πλάτους |H(ω)|

Με παρόµοιους συλλογισµούς µπορούµε να ϐγαλουµε συµπεράσµατα και για τη ϕάση του συστήµατος, ∠{H(ω)}.
Μπορούµε να δείξουµε οτι

∠{H(ω)} = ∠{A}+
M∑
k=1

∠{jω − ck} −
N∑
k=1

∠{jω − dk} (12)

Σε αυτήν την περίπτωση, η ϕάση του H(ω) είναι το άθροισµα όλων των ϕάσεων που οφείλονται στα µηδενικά, µείον
το άθροισµα ολων των ϕάσεων που οφείλεται στους πόλους. Ο πρώτος ορος, ∠{A}, δεν εξαρτάται από το ω. Ξανά
εδώ ϑεωρούµε ενα παράγοντα της µορφης ∠{jω − λ}, που είναι η γωνία ενός διανύσµατος που δείχνει από το λ στο
jω στο µιγαδικό επίπεδο. Κι εδώ ϕυσικά το jω µεταβάλλεται, αρα η γωνία αλλάζει. Η γωνία αυτή µετριέται σε σχέση
µε µια οριζόντια γραµµή, παράλληλη του άξονα των πραγµατικών και περνά από το λ. Εξετάζοντας τη ϕάση αυτού
του διανύσµατος όσο αλλάζει το ω, µπορούµε να ϐρούµε τη συνεισφορά του κάθε πόλου ή µηδενικού στη συνολική
απόκριση ϕάσης του συστήµατος, όπως κάναµε και για την απόκριση πλάτους !

Ας το κάνουµε ενδεικτικά για έναν παράγοντα της µορφής jω − λ, ο οποίος σχηµατίζει γωνία φ µε τον οριζόντιο
άξονα. Ακολουθώντας εντελώς όµοιο σκεπτικό µε αυτό για το ϕάσµα πλάτους, η διαδικασία υπολογισµού και η µορφή
της απόκρισης ϕάσης ϕαίνεται στο Σχήµα 5. Θυµηθείτε ότι κάθε γωνία πρέπει να ‘‘µεταφράζεται’’ στο διάστηµα [−π, π).
Παρακολουθώντας την κίνηση του διανύσµατος jω−λ, ϐλέπουµε ότι όταν το ω ϐρίσκεται στο −∞, τότε η γωνία φ τείνει
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< (jω – λ)

ω0 ω4ω3ω2ω1 Im{λ}

ω3

jω

0

λ

Re{λ}

Im{λ}

ω2

ω1

ω4

π/2

-π/2

Σχήµα 5: Παράγοντας ∠(jω − λ) συναρτήσει του ω

στο 3π/2, δηλ. στο −π/2 ασυµπτωτικά. ΄Οσο πλησιάζει το ω στο µηδέν, τόσο µεγαλώνει η γωνία φ, δηλ. τόσο πλησιάζει
το µηδέν στο διάστηµα [−π, π), ως ώτου µηδενιστεί για ω = ={λ}. Τότε, το διάνυσµα jω − λ είναι κάθετο στον άξονα
των ϕανταστικών αριθµών, ενώ στη συνέχεια η γωνία φ µεγαλώνει, µέχρι το ω να ϕτάσει και πάλι πολύ µακριά από το
µηδέν, οπότε και η γωνία ϑα αρχίζει να προσεγγίζει το π/2 ασυµπτωτικά.

Ας δούµε ένα απλό παράδειγµα.

Παράδειγµα:
΄Εστω ένα ΓΧΑ σύστηµα µε συνάρτηση µεταφοράς

H(s) =
s− 0.5

(s+ 0.1− j2)(s+ 0.1 + j2)
(13)

Σχεδιάστε ποιοτικά την απόκριση πλάτους του ΓΧΑ συστήµατος.

Λύση:
Το συστηµα έχει ένα µηδενικό στη ϑέση z1 = 0.5 και πόλους στις ϑέσεις pi = −0.1 ± j2, i = 1, 2. Το διάγραµµα
πόλων-µηδενικών ϕαίνεται στο Σχήµα 6. Το µηδενικό κάνει την απόκριση πλάτους να ϕθίνει κοντά στο ω = 0, ενώ ο
πόλος την κάνει να αυξάνει κοντά στο ω = ±2 rad/sec.

Στο ω = 0, έχουµε

|H(0)| = 0.5

|0.1− 2j||0.1 + 2j|
≈ 0.5

22
= 0.125 (14)

ενώ για ω = 2, είναι

|H(2)| = |j2− 0.5|
|0.1||j4 + 0.1|

≈ 2

0.1(4)
= 5 (15)

Για ω � 2, το µήκος του διανύσµατος από το jω σε έναν από τους πόλους ειναι προσεγγιστικά ίσο µε το διάνυσµα
από το jω προς το µηδενικό, και έτσι το µηδενικό και ο ενας πόλος αλληλοακυρώνονται. Η απόσταση από το jω
στον εναποµείναντα πόλο αυξάνεται όσο αυξάνει το ω. ΄Ετσι, η απόκριση πλάτους |H(ω)| πηγαίνει προς το µηδέν όσο
αυξάνει το ω. ΄Ολα τα παραπάνω ϕαίνονται στο Σχήµα 6.
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s-επίπεδο

Σχήµα 6: ∆ιάγραµµα Πόλων-Μηδενικών και απόκριση πλάτους Παραδείγµατος

4 Αντίστροφα Συστήµατα

Ας ϑεωρήσουµε ένα ΓΧΑ σύστηµα, µε κρουστική απόκριση h(t). Η κρουστική απόκριση του αντίστροφου συστήµα-

τος, hinv(t), ικανοποιεί τη συνθήκη
hinv(t) ∗ h(t) = δ(t) (16)

που την έχετε ξαναδεί όταν πρωτοσυζητήσαµε για συστήµατα. Αν εφαρµόσουµε µετασχ. Laplace και στα δυο µέλη,
έχουµε οτι

H inv(s)H(s) = 1⇔ H inv(s) =
1

H(s)
(17)

΄Αρα ϐλέπουµε οτι η Συνάρτηση Μεταφοράς H inv(s) του αντίστροφου συστήµατος δεν είναι άλλη από την αντίστροφη
της Συνάρτησης Μεταφοράς, 1/H(s), του αρχικού συστήµατος. Με όρους πόλων-µηδενικών, αυτή η σχέση γράφεται

H inv(s) =
1

A

N∏
k=1

(s− dk)

M∏
k=1

(s− ck)

(18)
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όπου ck, dk τα µηδενικά και οι πόλοι του αρχικού συστήµατος, που εδω ϐλέπετε οτι έχουν γινει πόλοι (ck) και µηδενικά
(dk), για το αντίστροφο σύστηµα. Μπορούµε λοιπόν να συµπεράνουµε οτι κάθε σύστηµα µε ϱητή συνάρτηση µεταφοράς
έχει αντίστροφο σύστηµα.

Παράδειγµα:
Θεωρήστε το ΓΧΑ σύστηµα που περιγράφεται από τη διαφορική εξίσωση

d

dt
y(t) + 3y(t) =

d2

dt2
x(t) +

d

dt
x(t)− 2x(t) (19)

Βρείτε τη συνάρτηση µεταφοράς του αντιστρόφου συστήµατος. Είναι αυτό ευσταθές και αιτιατό ;

Λύση:
Πρώτα, ας ϐρούµε τη συνάρτηση µεταφοράς του ίδιου του συστήµατος. Θα είναι, µε εφαρµογή της ιδιότητας της
παραγώγισης

sY (s) + 3Y (s) = s2X(s) + sX(s)− 2X(s)⇔ Y (s)(s+ 3) = X(s)(s2 + s− 2) (20)

΄Αρα η συνάρτηση µεταφοράς ϑα είναι

H(s) =
Y (s)

X(s)
=
s2 + s− 2

s+ 3
(21)

και το αντίστροφο σύστηµα ϑα είναι το

H inv(s) =
1

H(s)
=

s+ 3

s2 + s− 2
=

s+ 3

(s− 1)(s+ 2)
(22)

Το αντίστροφο σύστηµα έχει πόλους στις ϑέσεις s = 1, s = −2. Ο πόλος στη ϑέση s = 1 είναι στο δεξιό ηµιεπίπεδο του
µιγαδικού επιπέδου. ΄Ετσι, το αντίστροφο σύστηµα δεν µπορεί να ειναι και αιτιατό και ευσταθές.

4.1 Πεδίο Σύγκλισης Αντιστρόφου Συστήµατος

΄Ενα ερώτηµα που µπορει να ϑέσει κάποιος είναι τι συµβαίνει µε το πεδίο σύγκλισης του αντίστροφου συστήµατος. Αν
ROCH(s) = RH , τότε ποιό είναι το πεδίο σύγκλισης του αντίστροφου συστήµατος, RinvH ; Την απάντηση σε αυτό το
ερώτηµα µας τη δίνει το ϑεώρηµα της συνέλιξης, το οποίο, όπως ξέρετε ήδη, µας λέει ότι τα H(s) και G(s) = H inv(s)
πρέπει να έχουν επικαλυπτόµενα πεδία σύγκλισης.

Παράδειγµα 1:
΄Εστω ένα ΓΧΑ σύστηµα µε

H(s) =
s− 0.5

s− 0.8
, ROC = <{s} > 0.8 (23)

τότε το αντίστροφο σύστηµα είναι το

H inv(s) =
s− 0.8

s− 0.5
(24)

΄Οµως για το πεδίο σύγκλισης έχουµε δυο επιλογές : i) <{s} > 0.5, ii) <{s} < 0.5. Από αυτά τα δυο πεδία, αυτό
που επικαλύπτεται µε το πεδίο σύγκλισης του H(s) είναι το <{s} > 0.5. ΄Αρα µόνο το σύστηµα µε αυτό το πεδίο
σύγκλισης είναι έγκυρο αντίστροφο σύστηµα ! ΄Ετσι, µπορούµε να ϐρούµε και την κρουστική απόκριση του αντιστρόφου
συστήµατος, hinv(t), η οποία είναι

hinv(t) = L−1
{ s

s− 0.5

}
− L−1

{ 0.8

s− 0.5

}
= L−1

{
s

1

s− 0.5

}
− L−1

{ 0.8

s− 0.5

}
=

d

dt
et/2ε(t)− 0.8et/2ε(t)

= δ(t) + 0.5et/2ε(t)− 0.8et/2ε(t)

= δ(t)− 0.3et/2ε(t) (25)
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Παράδειγµα 2:
΄Εστω ένα ΓΧΑ σύστηµα µε

H(s) =
s− 0.5

s− 0.3
, ROC = <{s} > 0.3 (26)

τότε το αντίστροφο σύστηµα είναι το

H inv(s) =
s− 0.3

s− 0.5
(27)

΄Οµως για το πεδίο σύγκλισης έχουµε δυο επιλογές : i) <{s} > 0.5, ii) <{s} < 0.5. Παρατηρήστε ότι και τα δυο
πεδία σύγκλισης επικαλύπτονται µε το πεδίο σύγκλισης του H(s). ΄Αρα και τα δυο συστήµατα είναι έγκυρα αντίστροφα
σύστηµα ! ΄Ετσι, µπορούµε να ϐρούµε και την κρουστική απόκριση του αντιστρόφου συστήµατος, hinv1 (t), η οποία είναι

hinv1 (t) = L−1
{ s

s− 0.5

}
− L−1

{ 0.3

s− 0.5

}
= L−1

{
s

1

s− 0.5

}
− L−1

{ 0.3

s− 0.5

}
=

d

dt
et/2ε(t)− 0.3et/2ε(t)

= δ(t) + 0.5et/2ε(t)− 0.3et/2ε(t)

= δ(t) + 0.2et/2ε(t) (28)

και

hinv2 (t) = L−1
{ s

s− 0.5

}
− L−1

{ 0.3

s− 0.5

}
= L−1

{
s

1

s− 0.5

}
− L−1

{ 0.3

s− 0.5

}
= − d

dt
et/2ε(−t) + 0.3et/2ε(−t)

= −δ(t)− 0.5et/2ε(−t) + 0.3et/2ε(−t)
= −δ(t)− 0.2et/2ε(−t) (29)

Παρατηρήστε ότι το hinv1 (t) είναι αιτιατό αλλά ασταθες, ενώ το hinv2 (t) είναι αντι-αιτιατό αλλά ευσταθές.

4.2 Συστήµατα Ελάχιστης Φάσης

Συχνά στην πράξη, µας ενδιαφέρουν συστήµατα που εχουν ευσταθές και αιτιατό αντίστροφο σύστηµα. Για παράδειγµα,
στην κινητή τηλεφωνία, ϑέλουµε να ακυρώσουµε την επίδραση του καναλιού µετάδοσης επάνω στο σήµα που µεταδί-
δεται. ΄Εστω H(s) το σύστηµα που µοντελοποιεί το κανάλι επικοινωνίας, έστω X(s) η είσοδος, και Y (s) η έξοδος, δηλ.
το σήµα στον παραλήπτη. Για να ακυρώσουµε την επίδραση του καναλιού H(s) στο σήµα εισόδου X(s), ϑα πρέπει να
υπολογίσουµε το αντίστροφο σύστηµα 1/H(s), ώστε ο παραλήπτης να λάβει το

Y (s) = H(s)
( 1

H(s)

)
X(s) = X(s) (30)

δηλ. το σήµα που ϑέλουµε να στείλουµε. Επιθυµούµε αυτό το αντίστροφο σύστηµα να είναι ευσταθές, για προφανείς
λόγους, και αιτιατό, ώστε να είναι πραγµατοποιήσιµο.

Προφανώς για να είναι ένα συστηµα ευσταθές και αιτιατό, πρέπει να έχει ολους τους πόλους του στο αριστερό
ηµιεπίπεδο του µιγαδικό επιπέδου. Γιατί ; Γιατι τότε ϑα έχει δεξιόπλευρο πεδίο συγκλισης (ως αιτιατο, είναι και δε-
ξιόπλευρο σήµα, και τα δεξιόπλευρα σήµατα ξέρουµε οτι έχουν δεξιόπλευρο πεδίο σύγκλισης), και αυτό ϑα είναι της
µορφης <{s} > maxk=1,··· ,N{<{dk}}, όπου dk οι πόλοι του συστήµατος. Αφού λοιπόν το πεδίο σύγκλισης είναι έτσι, ο
µεγαλύτερος πόλος ϑα είναι κι αυτός στο αριστερο ηµιεπίπεδο, και έτσι το πεδίο σύγκλισης σίγουρα ϑα περιλαµβάνει
τον κατακόρυφο άξονα jω, αρα ϑα είναι και ευσταθές.

Για ένα τέτοιο σύστηµα H(s), το αντίστροφό του, H inv(s), ϑα έχει για πόλους τα µηδενικά του H(s) και για µηδε-
νικά τους πόλους του H(s). ΄Ενα ευσταθές και αιτιατό αντίστροφο σύστηµα υπάρχει µόνον όταν όλα τα µηδενικά και
όλοι οι πόλοι του H(s) είναι στο αριστερό ηµιεπίπεδο του s−επιπέδου. ΄Ενα σύστηµα που έχει όλους τους πόλους και
όλα τα µηδενικά στο αριστερό του ηµιεπίπεδο λέγεται Σύστηµα Ελάχιστης Φάσης. Μόνο συστήµατα ελάχιστης ϕάσης
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µπορούν να δώσουν ευσταθές και αιτιατό αντίστροφο σύστηµα ! :-)

Μια σηµαντική ιδιότητα των συστηµάτων ελαχίστης ϕάσης είναι η µοναδική σχέση µεταξύ του ϕάσµατος πλάτους
και του ϕάσµατος ϕάσης. ∆ηλαδή, η απόκριση ϕάσης ενός συστήµατος ελαχίστης ϕάσης µπορεί να ευρεθεί µοναδικά
από την απόκριση πλάτους, και αντίστροφα.

Ο όρος ελάχιστης ϕάσης είναι περισσότερο ιστορικός, και ένας πιο κατάλληλος όρος ϑα ήταν ελάχιστης καθυ-
στέρησης ϕάσης, για λόγους που δε ϑα συζητήσουµε εδώ. Τέλος, ϑα χρειαστεί να εισάγουµε µια ακόµα κατηγορία
συστηµάτων, τα οποία λέγονται all-pass συστήµατα.

4.3 All-pass Συστήµατα

΄Ενα all-pass σύστηµα είναι ένα ευσταθές σύστηµα του οποίου η απόκριση πλάτους είναι σταθερή και ανεξάρτητη της
συχνότητας, δηλ. η απόκριση σε συχνότητα γράφεται ως

Hap(f) = ejφap(f) (31)

και άρα η απόκριση πλάτους είναι
|Hap(f)| = 1 (32)

Αντίστοιχα, αν η σχετική συνάρτηση µεταφοράς H(s) είναι ϱητή, ϑα είναι της µορφής

Hap(s) =
M∏
k=1

s+ a∗k
s− ak

(33)

Παρατηρήστε ότι αν το ak είναι πραγµατικό, τότε ο πόλος και το µηδενικό κάθε όρου στην παραπάνω σχέση ϑα ϐρί-
σκονται σε συµµετρικές ϑέσεις επάνω στον πραγµατικό άξονα. Αν το ak είναι µιγαδικό, τότε ο πόλος και το µηδενικό
κάθε όρου στην παραπάνω σχέση ϑα ϐρίσκονται σε συµµετρικές ϑέσεις εκατέρωθεν του άξονα των ϕανταστικών.

Παρατηρήστε ότι

|Hap(s)|
∣∣∣
s=j2πf

= |Hap(f)| =

∣∣∣∣∣
M∏
k=1

j2πf + a∗k
j2πf − ak

∣∣∣∣∣ =
M∏
k=1

|j2πf + a∗k|
|j2πf − ak|

= 1 (34)

∆είξτε το αναλυτικά !

4.4 Παραγοντοποίηση συστήµατος σε All-pass και Ελάχιστης Φάσης

Επιστρέφοντας τώρα στα συστήµατα ελάχιστης ϕάσης, µπορεί να δειχθεί ότι οποιοδήποτε αιτιατό και ευσταθές σύστηµα
µε ϱητή συνάρτηση µεταφοράς H(s), η οποία δ εν έχει µηδενικά στον ϕανταστικό άξονα, µπορεί να γραφεί ως το
γινόµενο ενός συστήµατος ελάχιστης ϕάσης και ενός συστήµατος all-pass:

H(s) = Hmin(s)Hap(s) (35)

µε Hmin(s) και Hap(s) τα συστήµατα ελάχιστης ϕάσης και all-pass αντίστοιχα. Με ϐάση αυτή τη σχέση, δείτε ότι

|H(s)|
∣∣∣
s=j2πf

= |H(f)| = |Hmin(f)||Hap(f)| = |Hmin(f)| (36)

αφού το |Hap(f)| = 1. Αυτό σηµαίνει ότι το σύστηµα ελάχιστης ϕάσης έχει το ίδιο µέτρο µε το αρχικό σύστηµα. Τι
διαφορετικό έχει ; Προφανώς διαφορετική ϕάση !

∠H(s)
∣∣∣
s=j2πf

= ∠H(f) = ∠Hmin(f) + ∠Hap(f) (37)

Τι χρησιµότητα µπορεί να έχει το σύστηµα ελάχιστης ϕάσης ; Ας επιστρέψουµε στο πρόβληµα της εκτίµησης του
καναλιού H(s) στο παράδειγµα της κινητής τηλεφωνίας. Αν το H(s) είναι ευσταθές και αιτιατό αλλά έχει ένα µηδενικό
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στο δεξιό ηµιεπίπεδο, τότε το αντίστροφο σύστηµα ϑα έχει έναν πόλο στο δεξιό ηµιεπίπεδο, οπότε δεν µπορεί να είναι
ευσταθές και αιτιατό ! Το πρόβληµα αυτό µπορεί να λυθεί µερικώς ϐρίσκοντας το σύστηµα ελάχιστης ϕάσης που
αντιστοιχεί στο H(s). ΄Ετσι ϑα έχουµε

Y (f) = H(f)
1

Hmin(f)
X(f) (38)

το οποίο σηµαίνει ότι

|Y (f)| = |H(f)| 1

|Hmin(f)|
|X(f)| = |X(f)| (39)

δηλ. µπορούµε να ακυρώσουµε πλήρως την επίδραση του καναλιού στο ϕάσµα πλάτους, αλλά ϕυσικά δε ϑα συµβαίνει
το ίδιο και για τη ϕάση, αφού

∠Y (f) = ∠H(f)− ∠Hmin(f) + ∠X(f) = ∠Hap(f) + ∠X(f) (40)

και ∠Hap(f) είναι πάντα διάφορη του µηδενός. ΄Αρα δείξαµε ότι το λαµβανόµενο σήµα έχει ϕάση η οποία είναι το
άθροισµα της ϕάσης της εισόδου και της ϕάσης του all-pass συστήµατος.

Ας δούµε πως γίνεται αυτή η παραγοντοποίηση µε ένα παράδειγµα.

Παράδειγµα:
΄Εστω το αιτιατό και ευσταθές σύστηµα H(s) µε συνάρτηση µεταφοράς

H(s) =
s− 1

(s+ 2)(s+ 3)
(41)

Βλέπουµε πως υπάρχει ένα µηδενικό στο s = 1 και δυο πόλοι στο s = −2 και s = −3. Το σύστηµα ελάχιστης ϕάσης
πρέπει να έχει όλους τους πόλους και τα µηδενικά του στο αριστερό ηµιεπίπεδο. Από το παραπάνω σύστηµα, στο
αριστερό ηµιεπίπεδο ϐρίσκονται µόνο οι πόλοι. ΄Αρα το µηδενικό s = 1 δε ϑα πρέπει να ανήκει στο σύστηµα ελάχιστης
ϕάσης, αλλά στο all-pass σύστηµα. ΄Οµως ένα all-pass σύστηµα έχει τους πόλους και τα µηδενικά του σε συµµετρικές
ϑέσεις εκατέρωθεν του άξονα των ϕανταστικών. ΄Αρα ϑα υπάρχει κι ένας πόλος στη ϑέση s = −1.

Hap(s) =
s− 1

s+ 1
(42)

Οι δυο πόλοι του αρχικού συστήµατος ϑα ανήκουν στο σύστηµα ελάχιστης ϕάσης, όµως ϑα πρέπει να ακυρώσουµε
και τον πόλο που εισάγαµε στο all-pass σύστηµα, ειδάλλως η παραγοντοποίηση δε ϑα είναι σωστή ! ΄Αρα το σύστηµα
ελάχιστης ϕάσης ϑα είναι

Hmin(s) =
s+ 1

(s+ 2)(s+ 3)
(43)

∆είξτε ότι το Hmin(s) και το H(s) έχουν την ίδια απόκριση πλάτους.

5 Φίλτρα Επιλογής Συχνοτήτων

Κάποια συστήµατα εκτελούν συγκεκριµένες λειτουργίες, οι οποίες είναι πολύ συνήθεις και πολύ χρήσιµες στην πράξη.
Αυτές οι λειτουργίες περιλαµβάνουν την αποκοπή συγκεκριµένων συχνοτήτων του σήµατος εισόδου και τη διέλευση
κάποιων άλλων, και/ή την ενίσχυση των συχνοτήτων του σήµατος εισόδου που διέρχονται ελεύθερα του συστήµατος.
Λόγω αυτής της λειτουργίας τους, αυτά τα συστήµατα ονοµάζονται ‘‘φίλτρα’’. Ο λόγος, προφανής : όπως το ϕίλτρο του
καφέ π.χ. δεσµεύει τον καφέ σε στέρεα µορφή και επιτρέπει τη διέλευση του υγρού καφέ, έτσι και αυτά τα ϕίλτρα,
επιτρέπουν τη διέλευση ορισµένων συχνοτήτων ενώ δεσµεύουν (καταστέλλουν, µηδενίζουν το πλάτος τους δηλαδή) κά-
ποιες άλλες. Η µελέτη αυτών των συστηµάτων γίνεται κατέυθείαν στο χώρο του µετασχ. Fourier.

Εδώ ϑα δούµε κάποια συγκεκριµένα ϕίλτρα, τα οποία ονοµάζονται ιδανικά ϕίλτρα επιλογής συχνοτήτων, τα οποία
είναι ΓΧΑ συστήµατα και έχουν τις εξής δυο ιδιότητες :

• Είναι ιδανικά, δηλ. µη πραγµατοποιήσιµα, διότι όπως ϑα δούµε:
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– είναι µη-αιτιατά

– η κρουστική τους απόκριση h(t) είναι άπειρης διάρκειας

• Αφήνουν να περάσουν κάποιες συχνότητες χωρίς διαταραχή στο πλάτος ή στη ϕάση, ενώ αποκόπτουν εντελώς
κάποιες άλλες.

Παρ΄ όλα αυτά, όλα τα πραγµατικά ϕίλτρα που κατασκευάζουν οι µηχανικοί προσπαθούν να προσεγγίσουν όσο
γίνεται καλύτερα αυτά τα ϑεωρητικά ϕίλτρα, δεδοµένων παραγόντων όπως η πολυπλοκότητα και το κόστος κατασκευής.

Υπάρχουν τέσσερα ϐασικά είδη ϕίλτρων επιλογής συχνοτήτων :

1. Το ϐαθυπερατό (lowpass) ϕίλτρο : επιτρέπει τη διέλευση συχνοτήτων από τη µηδενική συχνότητα ως µια συγκε-
κριµένη, που λέγεται συχνότητα αποκοπής, fc.

2. Το υψιπερατό (highpass) ϕίλτρο : επιτρέπει τη διέλευση συχνοτήτων από µια συγκεκριµένη, που λέγεται συ-
χνότητα αποκοπής, fc, ως το +∞.

3. Το Ϲωνοπερατό (bandpass) ϕίλτρο : επιτρέπει τη διέλευση συχνοτήτων από µια συγκεκριµένη fc1 , ως µια άλλη
συγκεκριµένη συχνότητα, fc2 . Συνήθως αυτή η Ϲώνη συχνοτήτων είναι µικρή.

4. Το Ϲωνοφρακτικό (bandstop) ϕίλτρο : απαγορεύει τη διέλευση συχνοτήτων από µια συγκεκριµένη fc1 , ως µια
άλλη συγκεκριµένη συχνότητα, fc2 . Συνήθως αυτή η Ϲώνη συχνοτήτων είναι µικρή.

fc

1

0

H(f)

f-fc fc

1

0

H(f)

f-fc

fc1

1

0

H(f)

f-fc1 fc2-fc2 fc1

1

0

H(f)

f-fc1 fc2-fc2

(α) Χαμηλοπερατό (β) Υψιπερατό

(γ) Ζωνοπερατό (δ) Ζωνοφρακτικό

Σχήµα 7: Ιδανικά Φίλτρα

Τα ϕίλτρα αυτά ϕαίνονται σχηµατικά στο Σχήµα 7, και όπως παρατηρείτε, έχουν άρτια συµµετρία, αφού αντιστοιχούν
σε πραγµατικά σήµατα. Ας σηµειωθεί ότι τα ιδανικά ϕίλτρα έχουν σταθερό, µοναδιαίο µέτρο, όπως ϕαίνεται και στο
Σχήµα 7, αλλά η ϕάση τους µπορεί να είναι µηδενική ή γραµµική. Εδώ ϑα ασχοληθούµε µε ιδανικά ϕίλτρα επιλογής
συχνοτήτων µηδενικής ϕάσης. Ας τα δούµε αναλυτικά.
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5.1 Χαµηλοπερατό ϕίλτρο

Το ιδανικό χαµηλοπερατό ϕίλτρο ορίζεται ως

HLP (f) =

{
1, |f | ≤ fc
0, |f | > fc

(44)

και µπορεί εύκολα να γραφεί µε χρήση της γνωστής συνάρτησης rect ως

HLP (f) = rect
( f

2fc

)
(45)

Προσέξτε ότι
|HLP (f)| = HLP (f) (46)

και
∠HLP (f) = 0 (47)

Η κρουστική απόκριση του ϕίλτρου αυτού ϐρίσκεται εύκολα ως

hLP (t) = F−1{HLP (f)} = 2fcsinc(2fct) (48)

5.2 Υψιπερατό ϕίλτρο

Το ιδανικό υψιπερατό ϕίλτρο ορίζεται ως

HHP (f) =

{
0, |f | ≤ fc
1, |f | > fc

(49)

και µπορεί εύκολα να γραφεί ως συνάρτηση του χαµηλοπερατού ϕίλτρου που είδαµε µόλις, ως

HHP (f) = 1−HLP (f) = 1− rect
( f

2fc

)
(50)

Προσέξτε ότι κι εδώ το µέτρο του ϕίλτρου είναι ίσο µε την απόκριση σε συχνότητα, όπως για το χαµηλοπερατό, και η
ϕάση του είναι επίσης µηδέν.

Η κρουστική απόκριση του ϕίλτρου αυτού ϐρίσκεται εύκολα ως

hHP (t) = F−1{HHP (f)} = δ(t)− 2fcsinc(2fct) (51)

5.3 Ζωνοπερατό ϕίλτρο

Το ιδανικό Ϲωνοπερατό ϕίλτρο ορίζεται ως

HBP (f) =

{
1, fc1 ≤ |f | ≤ fc2
0, αλλού

(52)

κι όπως ϐλέπετε στο Σχήµα 7, αποτελείται από δυο τετραγωνικούς παλµούς γύρω από τη συχνότητα ±fc = ±
fc1+fc2

2 ,
µε διάρκεια fc2 − fc1 ο καθένας. ΄Αρα το ιδανικό Ϲωνοπερατό ϕίλτρο µπορεί να γραφεί ως

HBP (f) = rect
( f − fc
fc2 − fc1

)
+ rect

( f + fc
fc2 − fc1

)
(53)

Με αυτή τη γραφή, η κρουστική απόκριση υπολογίζεται από τα γνωστά Ϲεύγη µετασχ. Fourier ως

hBP (t) = (fc2 − fc1)sinc((fc2 − fc1)t)e−j2πfct + (fc2 − fc1)sinc((fc2 − fc1)t)ej2πfct (54)

η οποία µπορεί να γραφεί µέσω των σχέσεων του Euler ως

hBP (t) = 2(fc2 − fc1)sinc((fc2 − fc1)t) cos(2πfct) (55)

µε fc =
fc1+fc2

2 .
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5.4 Ζωνοφρακτικό ϕίλτρο

Το ιδανικό Ϲωνοφρακτικό ϕίλτρο ορίζεται ως

HBS(f) =

{
0, fc1 ≤ |f | ≤ fc2
1, αλλού

(56)

και µπορεί να γραφεί συναρτήσει του Ϲωνοπερατού ϕίλτρου ως

HBS(f) = 1−HBP (f) (57)

΄Ετσι, η κρουστική του απόκριση µπορεί να ϐρεθεί εύκολα ως

hBS(t) = δ(t)− hBP (t) = δ(t)− 2(fc2 − fc1)sinc((fc2 − fc1)t) cos(2πfct) (58)

Παρατηρήστε ότι πράγµατί όλα τα ιδανικά ϕίλτρα έχουν κρουστική απόκριση η οποία είναι µη-αιτιατή και άπειρης
διάρκειας.

Παρ΄ όλο που τα ιδανικά ϕίλτρα επιλογής συχνοτήτων δε διαφέρουν ως προς το χειρισµό τους σε σχέση µε οποιαδή-
ποτε άλλα συστήµατα, η µαθηµατική µορφή τους µας διευκολύνει στην εύρεση της εξόδου τους, όταν αυτά συνιστούν
ένα ΓΧΑ σύστηµα το οποίο δέχεται εισόδους.

Η Σχεδίαση κι Ανάλυση Φίλτρων είναι ένας ολόκληρος τοµέας της Επεξεργασίας Σήµατος από µόνος του, οπότε δε
ϑα επεκταθούµε περισσότερο εδώ. Ας δούµε οµως µερικά παραδείγµατα.

5.5 Παραδείγµατα

Παράδειγµα 1:
΄Εστω το σήµα

x(t) = 2 cos(2π10t+ π/8) + sin(2π20t− π/3) (59)

το οποίο ϐρίσκεται ως είσοδος σε ένα ιδανικό

(αʹ) χαµηλοπερατό ϕίλτρο µε συχνότητα αποκοπής fc = 15 Hz

(ϐʹ) υψιπερατό ϕίλτρο µε συχνότητα αποκοπής fc = 15 Hz

Βρείτε την έξοδο του συστήµατος.

Λύση:
Μπορούµε απ΄ ευθείας να απαντήσουµε ότι αφού τα ϕίλτρα µας αποκόπτουν τις συχνότητες µεγαλύτερες από 15 Hz
(χαµηλοπερατό) και µικρότερες από 15 Hz (υψιπερατό), και η είσοδός µας αποτελείται µόνο από τις συχνότητες 10, 20
Hz, τότε πολύ απλά οι έξοδοι ϑα είναι

(αʹ) y(t) = 2 cos(2π10t+ π/8)

(ϐʹ) y(t) = sin(2π20t− π/3)

αντίστοιχα, αφού τα ϕίλτρα είναι ιδανικά (µοναδιαίου πλάτους) και η ϕάση τους είναι µηδέν, οπότε δεν υπάρχει καµιά
µεταβολή στα πλάτη και τις ϕάσεις των σηµάτων που περνούν στην έξοδο.

Ας επικυρώσουµε αυτο το αποτέλεσµα αναλυτικά. Ο µετασχ. Fourier του σήµατος εισόδου είναι

X(f) = ejπ/8δ(f − 10) + e−jπ/8δ(f + 10) + e−j5π/6δ(f − 20) + ej5π/6δ(f + 20) (60)
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(αʹ) Η έξοδος στο χώρο της συχνότητας ϑα είναι το γινόµενο των µετασχ. Fourier της εισόδου και του συστήµατος, δηλ.

Y (f) = X(f)H(f) (61)

=
(
ejπ/8δ(f − 10) + e−jπ/8δ(f + 10) + e−j5π/6δ(f − 20) + ej5π/6δ(f + 20)

)
rect

( f
30

)
(62)

= ejπ/8rect
(1
3

)
δ(f − 10) + e−jπ/8rect

(−1
3

)
δ(f + 10) (63)

+ e−j5π/6rect
(2
3

)
δ(f − 20) + ej5π/6rect

(−2
3

)
δ(f + 20) (64)

λόγω της γνωστής ιδιότητας
X(f)δ(f ± f0) = X(∓f0)δ(f ± f0) (65)

΄Οµως

rect
(f
3

)
=

{
1, |f | ≤ 3

2
0, αλλού

(66)

και άρα

rect
(±2

3

)
= 0 και rect

(±1
3

)
= 1 (67)

Οπότε τελικά
Y (f) = ejπ/8δ(f − 10) + e−jπ/8δ(f + 10)←→ y(t) = 2 cos(2π10t+ π/8) (68)

(ϐʹ) Εντελώς ανάλογα µε παραπάνω, δείξτε ότι

Y (f) = e−j5π/6δ(f − 20) + ej5π/6δ(f + 20)←→ y(t) = sin(2π20t− π/3) (69)

Παράδειγµα 2:
΄Εστω το σήµα x(t) του οποίου ο µετασχ. Fourier X(f) ϕαίνεται στο Σχήµα 8,

0 B f

X(f)

-B

Σχήµα 8: Σήµα εισόδου συστήµατος.

το οποίο ϐρίσκεται ως είσοδος σε ένα σύστηµα του Σχήµατος 9, µε fc = 100 Hz, και µε το σύστηµα h(t) να είναι
της µορφής

h(t) = 400sinc(200t) (70)

Σχεδιάστε την έξοδο του συστήµατος.

Λύση:
Το σήµα x(t) πολλαπλασιάζεται µε ένα συνηµίτονο συχνότητας fc, οπότε αν συµβολίσουµε µε w(t) το αποτέλεσµα της
πράξης αυτής, ϑα είναι

w(t) = x(t) cos(2πfct)←→W (f) = X(f) ∗
(1
2
δ(f − fc) +

1

2
δ(f + fc)

)
(71)
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 h(t) x(t)  y(t)x

~

 cos(2πfct)

Σχήµα 9: Σύστηµα Παραδείγµατος 2.

και λόγω γνωστής ιδιότητας της συνέλιξης µε συνάρτηση ∆έλτα, είναι

W (f) =
1

2
X(f − fc) +

1

2
X(f + fc) (72)

Το αποτέλεσµα ϕαίνεται στο Σχήµα 10.

0B-fc f

W(f)

-B-fc -fc B+fcfc-B fc

Σχήµα 10: Είσοδος συστήµατος Παραδείγµατος 2.

Το σύστηµα h(t) µπορεί να γραφεί ως

h(t) = 400sinc(200t) = 2× 200sinc(200t)←→ H(f) = 2rect
( f

200

)
(73)

Το σύστηµα αυτό είναι ένα χαµηλοπερατό ιδανικό ϕίλτρο µε συχνότητα αποκοπής fc = 100 Hz µε πλάτος 2. ΄Αρα το
ϕίλτρο αυτό ϑα κρατήσει τις συχνότητες της εισόδου που ϐρίσκονται στο διάστηµα [−100, 100] Hz, ϑα διπλασιάσει το
πλάτος τους, ενώ ϑα αποκόψει τελείως τις συχνότητες εκτός του παραπάνω διαστήµατος.

Η έξοδος του συστήµατος ϕαίνεται στο Σχήµα 11.

0B-fc f

Y(f)

-B-fc -fc B+fcfc-B fc

Σχήµα 11: ΄Εξοδος συστήµατος Παραδείγµατος 2.
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6 Ασκήσεις

1. Εξετάστε πότε τα παρακάτω συστήµατα είναι ευσταθή και αιτιατά, και αν έχουν ευσταθές και αιτιατό

αντίστροφο.

(αʹ) H(s) =
(s+ 1)(s+ 2)

(s+ 1)(s2 + 2s+ 10)

(ϐʹ) H(s) =
s2 + 2s− 3

(s+ 3)(s2 + 2s+ 5)

(γʹ) H(s) =
s2 − 3s+ 2

(s+ 2)(s2 − 2s+ 8)

(δʹ) H(s) =
(s2 + 2s)

(s2 + 3s− 2)(s2 + s+ 2)

Λύση:
Για να είναι ένα σύστηµα ευσταθές και αιτιατό, ϑα πρέπει να έχει πεδίο σύγκλισης που να είναι δεξιόπλευρο
(<{s} > σmax) , όπου σmax το πραγµατικό µέρος του µεγαλύτερου πόλου, και να περιλαµβάνει τον κατακόρυφο
άξονα jω, δηλ. το σmax πρέπει να είναι στο αριστερό ηµιεπίπεδο. Με άλλα λόγια, όλοι οι πόλοι του συστήµατος,
sk = σk + jωk, πρέπει να ϐρίσκονται στο αριστερό ηµιεπίπεδο σk < 0.

(αʹ) Προφανώς οι οροι s+ 1 σε αριθµητή και παρονοµαστή απαλείφονται, και άρα µένει το

H(s) =
s+ 2

s2 + 2s+ 10
(74)

Για το σύστηµα αυτό, όλοι οι πόλοι, s = −1 ± 3j, ϐρίσκονται στο αριστερό ηµιεπίπεδο, και αν επιλέξουµε
<{s} > −1, τοτε το σύστηµα είναι ευσταθές και αιτιατό. Για το αντίστροφο σύστηµα,

H inv(s) =
s2 + 2s+ 10

s+ 2
(75)

ο πόλος ειναι στη ϑέση s = −2, άρα ϐρίσκεται στο αριστερό ηµιεπίπεδο, και αν επιλέξουµε <{s} > −2, τότε
το αντίστροφο σύστηµα είναι ευσταθές και αιτιατό.

(ϐʹ) Για το σύστηµα

H(s) =
s2 + 2s− 3

(s+ 3)(s2 + 2s+ 5)
=

(s+ 3)(s− 1)

(s+ 3)(s2 + 2s+ 5)
=

s− 1

s2 + 2s+ 5
(76)

έχουµε ότι οι πόλοι του είναι στις ϑέσεις s = −1± 2j, άρα αν επιλέξουµε <{s} > −1, τότε το σύστηµα είναι
ευσταθές και αιτιατό. Για το αντίστροφο σύστηµα,

H inv(s) =
s2 + 2s+ 5

s− 1
(77)

ϐλέπουµε οτι οι πόλοι του είναι στη ϑέση s = 1, και άρα οποιο πεδίο σύκλισης και να διαλέξουµε (είτε
<{s} > 1 είτε <{s} < 1) το σύστηµά µας δεν µπορεί να ειναι και ευσταθές και αιτιατό.

(γʹ) Για το σύστηµα

H(s) =
s2 − 3s+ 2

(s+ 2)(s2 − 2s+ 8)
(78)

ϐλέπουµε οτι έχει πόλους στις ϑέσεις s = −2, 1 ± j
√
7. ΄Αρα δεν υπάρχει πεδίο σύγκλισης που να δινει

ευσταθές και αιτιατό σύστηµα. Το αντίστροφο σύστηµα,

H inv(s) =
(s+ 2)(s2 − 2s+ 8)

s2 − 3s+ 2
(79)

έχει πόλους στις ϑέσεις s = 1, 2, και άρα επίσης δεν µπορεί να είναι ευσταθές και αιτιατό, για κανένα πιθανό
πεδίο σύγκλισης.
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(δʹ) Για το σύστηµα

H(s) =
s2 + 2s

(s2 + 3s− 2)(s2 + s+ 2)
(80)

ϐλέπουµε ότι οι πόλοι του είναι στις ϑέσεις s = −3±
√
17

2 ,−0.5 ± j
√

7
4 . ΄Αρα δεν υπάρχει πεδίο συγκλισης

που να δίνει ευσταθές και αιτιατό σύστηµα. Για το αντίστροφο,

H inv(s) =
(s2 + 3s− 2)(s2 + s+ 2)

s2 + 2s
(81)

παρατηρούµε ότι οι πόλοι ϐρίσκονται στις ϑέσεις s = 0,−2, άρα δεν υπάρχει πεδιο σύγκλισης που να δίνει
ευσταθές και αιτιατό αντίστροφο συστηµα.

Σηµείωση:
Είπαµε στη ϑεωρία ότι µια µόνο κατηγορία ευσταθών και αιτιατών συστηµάτων έχουν ευσταθές και αιτιατό αντί-
στροφο: τα συστήµατα Ελάχιστης Φάσης. Θυµίζουµε ότι τα συστήµατα Ελάχιστης Φάσης είναι αυτά που έχουν
όλους τους πόλους και όλα τα µηδενικά στο αριστερό ηµιεπίπεδο. ΄Αρα η παραπάνω άσκηση ϑα µπορούσε να
απαντηθεί για τα αντίστροφα συστήµαταH inv(s) εξετάζοντας απλά αν όλοι οι πόλοι και όλα τα µηδενικά του κάθε
H(s) είναι στο αριστερό ηµιεπίπεδο. Αν είναι, τότε ϑα έχει ευσταθές και αιτιατό αντίστροφο H inv(s), χωρίς να
χρειάζεται να ϐρούµε ποιό είναι και που έχει τους πόλους του. Αν δεν είναι, τότε δε ϑα έχει ευσταθές και αιτιατό
αντίστροφο.

2. Σχεδιάστε την απόκριση πλάτους για τα παρακάτω συστήµατα

(αʹ) H(s) =
s

s2 + 2s+ 101

(ϐʹ) H(s) =
s2 + 16

s+ 1

(γʹ) H(s) =
s− 1

s+ 1

χρησιµοποιώντας τη σχέση µεταξύ πόλων, µηδενικών, και του κατακόρυφου άξονα στο µιγαδικό επίπε-

δο.

Λύση:
Θα έχουµε

(αʹ) Η απόκριση πλάτους ϑα είναι

|H(ω)| = |ω|
|j(ω − 10) + 1||j(ω + 10) + 1|

(82)

΄Αρα ϑα είναι H(0) = 0 και H(±10) ≈ ±1
2 .

(ϐʹ) Η απόκριση πλάτους ϑα είναι

|H(ω)| = |j(ω + 4)||j(ω − 4)|
|jω − 1|

(83)

΄Αρα ϑα είναι H(0) = 16 και H(±4) = 0.

(γʹ) Η απόκριση πλάτους ϑα είναι

|H(ω)| = |jω − 1|
|jω + 1|

=

√
ω2 + 1√
ω2 + 1

= 1 (84)

άρα το σύστηµα είναι all-pass.

Οι αποκρίσεις πλάτους των παραπάνω συστηµάτων ϕαίνονται στο Σχήµα 12.
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Σχήµα 12: Απόκριση Πλάτους ΄Ασκησης 7.3

3. Η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης ενός σήµατος x(t) ορίζεται ως

r(t) =

∫ ∞
−∞

x(τ)x(t+ τ)dτ

(αʹ) Γράψτε το παραπάνω ολοκλήρωµα µε τη µορφή συνέλιξης.

(ϐʹ) Χρησιµοποιήστε το παραπάνω αποτέλεσµα για να ϐρείτε το µετασχ. Laplace του r(t).

(γʹ) Αν το x(t) είναι πραγµατικό και το X(s) έχει δυο πόλους, εκ των οποίων ο ενας είναι στη ϑέση

s = σp + jωp, ϐρείτε τη ϑέση όλων των πόλων του R(s).

Λύση:

(αʹ) ΄Εχουµε

r(t) =

∫ ∞
−∞

x(τ)x(t+ τ)dτ (Θέτω u = −τ)

= −
∫ −∞
+∞

x(−u)x(t− u)du

=

∫ +∞

−∞
x(−u)x(t− u)du

= x(−t) ∗ x(t) (85)

που είναι και το Ϲητούµενο. ΄Αρα η αυτοσυσχέτιση δεν είναι τιποτα περισσότερο από τη συνέλιξη του σήµατος
µε το ανεστραµµένο ως προς τον κατακόρυφο άξονα εαυτό του.
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(ϐʹ) Είναι
r(t) = x(−t) ∗ x(t)←→ R(s) = X(−s)X(s) (86)

(γʹ) Αφού το σήµα x(t) είναι πραγµατικό, τότε οι πόλοι του X(s) είναι συζυγώς συµµετρικοί, κι έτσι ϑα έχου-
µε s = σp ± jωp. ΄Οµως, οι πόλοι του X(−s) είναι οι s = −σp ± jωp, και άρα συνολικά οι πόλοι του
R(s) = X(s)X(−s) είναι οι s = ±σp ± jωp.

4. Θεωρήστε το σύστηµα

H(s) =
(s+ 2)(s− 1)

(s+ 3)(s+ 4)(s+ 5)

(αʹ) ΄Εχει το παραπάνω σύστηµα ευσταθές και αιτιατό αντίστροφο σύστηµα ;

(ϐʹ) Εκφραστε το H(s) ως το γινόµενο δυο συστηµάτων: ενός συστήµατος Ελάχιστης Φάσης, Hmin(s),
και ενός συστήµατος All-pass, Hap(s), το οποίο ϑα πρέπει να έχει έναν πόλο και ένα µηδενικό.

(γʹ) Θεωρηστε το αντίστροφο σύστηµα του συστήµατος Ελάχιστης Φάσης που ϐρήκατε παραπάνω,

Hinv
min(s). Μπορεί να είναι ευσταθές και αιτιατό ;

(δʹ) Σχεδιάστε την απόκριση πλάτους του νέου συστήµατος, G(s) = H(s)Hinv
min(s).

Λύση:

(αʹ) Τα µηδενικά του H(s) ϐρίσκονται στις ϑέσεις s = −2, 1. Αφού ένα µηδενικό από αυτά είναι στο δεξιό
µιγαδικό ηµιεπίπεδο, το αντίστροφο σύστηµα δεν µπορεί να είναι ευσταθές και αιτιατό.

(ϐʹ) Τα συστήµατα Ελάχιστης Φάσης έχουµε δει ότι έχουν όλους τους πόλους και τα µηδενικά στο αριστερό
ηµιεπίπεδο. Τα συστήµατα All-pass έχουν τους πόλους και τα µηδενικά σε συµµετρία γύρω από τον
κατακόρυφο άξονα jω, δηλ. αν ένας πόλος ϐρίσκεται στη ϑέση s = σp + jωp, τότε πρέπει να υπάρχει κι
ένα µηδενικό στη ϑέση s = −σp + jωp. Οπότε, στη δική µας παραγοντοποίηση, το σύστηµα Ελάχιστης
Φάσης ϑα πάρει όλους τους πόλους και τα µηδενικά του H(s) που ϐρίσκονται στο αριστερο ηµιεπίπεδο.
Το σύστηµα All-pass ϑα πρέπει έπειτα να είναι τέτοιο ώστε να έχει όλους τους υπόλοιπους πόλους και
µηδενικά του H(s), αλλά επειδή ϑα πρέπει να έχει αναγκαστικά και πόλους/µηδενικά στις συµµετρικές
ϑέσεις ως προς jω, που προφανώς το αρχικό H(s) δεν έχει, ϑα πρέπει αυτά να τα ‘‘ακυρώσουµε’’, ϐάζοντας
κατάλληλους πόλους και µηδενικά στο συστηµα Ελάχιστης Φάσης, προσέχοντας ϐέβαια να µην πέφτουν στο
δεξιό ηµιεπίπεδο. ∆ηλαδή:
Οι πόλοι και τα µηδενικά του H(s) που είναι στο αριστερό ηµιεπίπεδο είναι οι p = −3,−4,−5 (όλοι δλδ)
και z = −2 (το ένα από τα δυο µηδενικά), αντίστοιχα. ΄Αρα το σύστηµα Ελάχιστης Φάσης ϑα ειναι το

Hmin(s) =
s+ 2

(s+ 3)(s+ 4)(s+ 5)

Το σύστηµα All-pass ϑα πάρει το εναποµείναν µηδενικό, z = 1, αλλά επειδή είπαµε οτι στα All-pass
συστήµατα, οι πόλοι και τα µηδενικά έρχονται σε συµµετρια γύρω από τον jω, ϑα πρέπει το σύστηµα να
έχει και έναν πόλο στη ϑέση p = −1. ΄Αρα

Hap(s) =
s− 1

s+ 1

΄Οµως έτσι όπως είναι τώρα κατασκευασµένα τα συστήµατα, το γινόµενο Hmin(s)Hap(s) δεν είναι το ίδιο µε
το H(s), γιατι υπάρχει ο πόλος στη ϑέση p = −1 που εισήχθη στο All-pass σύστηµα. ∆είτε :

Hdec(s) = Hmin(s)Hap(s)

=
s+ 2

(s+ 3)(s+ 4)(s+ 5)

s− 1

s+ 1

=
(s+ 2)(s− 1)

(s+ 1)(s+ 3)(s+ 4)(s+ 5)

6= (s+ 2)(s− 1)

(s+ 3)(s+ 4)(s+ 5)
= H(s) (87)



Εφαρµοσµένα Μαθηµατικά για Μηχανικούς - 2015/16 21

Το πρόβληµα, οπως είπαµε και ϐλέπετε και παραπάνω, είναι ο πόλος στο p = −1, που µπήκε υποχρεωτικά
στο All-pass σύστηµα. ΄Οµως, ο πόλος αυτός ϐρίσκεται στο αριστερό ηµιεπίπεδο, άρα µπορούµε να τον
‘‘ακυρώσουµε’’, ϐάζοντας στο σύστηµα Ελάχιστης Φάσης ένα µηδενικό εκει, έτσι ώστε στο γινόµενο των
δυο, να απαλειφθούν. Μια τέτοια ενέργεια διατηρεί το σύστηµα Ελάχιστης Φάσης ως τέτοιο, ενώ πλέον το
γινόµενό µας είναι σωστό. Βέβαια, το σύστηµα Ελάχιστης Φάσης έχει τώρα ένα µηδενικό που δεν υπήρχε
στο αρχικό σύστηµα H(s). Αυτό δεν έχει σηµασία, άλλωστε και το All-pass σύστηµα έχει έναν πόλο που δεν
υπήρχε στο αρχικό σύστηµα H(s). Εµάς µας ενδιαφέρει το γινόµενο των δυο συστηµάτων Hmin(s)Hap(s)
να δίνει το αρχικό σύστηµαH(s), και κάθε ένα σύστηµα να έχει τα χαρακτηριστικά που πρέπει να έχει. Αρα

Hmin(s) =
(s+ 2)(s+ 1)

(s+ 3)(s+ 4)(s+ 5)
(88)

Hap(s) =
s− 1

s+ 1
(89)

Βλέπετε οτι το γινόµενο των παραπάνω είναι ίσο µε το H(s). ΄Αρα αυτά είναι τα συστήµατα που Ϲητούνται.

(γʹ) Το αντίστροφο σύστηµα του Hmin(s) είναι το H inv
min(s) και ειναι

H inv
min(s) =

(s+ 3)(s+ 4)(s+ 5)

(s+ 2)(s+ 1)
(90)

Οι πόλοι είναι στις ϑέσεις s = −1,−2, και ϐρίσκονται στο αριστερο ηµιεπίπεδο, και έτσι το σύστηµα µπορεί
να είναι ευσταθές και αιτιατό, επιλέγοντας <{s} > −1.

(δʹ) Είναι

G(s) = H(s)H inv
min(s) =

s− 1

s+ 1
= Hap(s) (91)

άρα η απόκριση πλάτους είναι σταθερή και ίση µε τη µονάδα.

5. ΄Εστω το ευσταθές σύστηµα του Σχήµατος 13. µε

Σχήµα 13: Σύστηµα ΄Ασκησης 7.6

H1(s) =
1

(s− 1)(s− 2)
, H2(s) =

s

s+ 2
, H3(s) =

s− 1

s+ 1

(αʹ) Βρείτε το συνολικό σύστηµα H(s) και το πεδίο συγκλισής του.

(ϐʹ) Βρείτε την κρουστική απόκριση του συνολικού συστήµατος, h(t).

(γʹ) Εξετάστε, χωρίς γνώση του συνολικού συστήµατος, πότε τα συστήµατα Hi(s) είναι ευσταθή, αιτια-
τά, και αντιστρέψιµα.

(δʹ) Βρείτε τις επιµέρους κρουστικές αποκρίσεις των συστηµάτων, hi(t), γνωρίζοντας ότι το συνολικό

σύστηµα είναι ευσταθές.
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(εʹ) Γράψτε το H1(s) ως γινόµενο δυο συστηµάτων: ενός συστήµατος Ελάχιστης Φάσης Hmin
1 (s) και

ενός All-pass συστήµατος, Hap
1 (s).

Λύση:

(αʹ) Προφανώς το συνολικό σύστηµα ϑα είναι της µορφής

H(s) = (H1(s) +H2(s))H3(s)

= H1(s)H3(s) +H2(s)H3(s)

=
1

(s− 2)(s+ 1)
+

s(s− 1)

(s+ 2)(s+ 1)
=
s+ 2 + s(s− 1)(s− 2)

(s− 2)(s+ 2)(s+ 1)

=
s+ 2 + s3 − 2s2 − s2 + 2s

(s− 2)(s+ 2)(s+ 1)
=

s3 − 3s2 + 3s+ 2

(s− 2)(s+ 2)(s+ 1)
(92)

∆εδοµένου ότι το σύστηµα είναι ευσταθές, και οι πόλοι στις ϑέσεις p = −2,−1, 2, το πεδίο σύγκλισης δεν
µπορεί να είναι άλλο από το −1 < <{s} < 2, δεδοµένου ότι µόνο αυτό περιλαµβάνει τον ϕανταστικό άξονα
<{s} = 0.

(ϐʹ) Το σύστηµα γράφεται ως

H(s) =
s3 − 3s2 + 3s+ 2

(s− 2)(s+ 2)(s+ 1)
=
s3 − 3s2 + 3s+ 2

s3 + s2 − 4s− 4

και επειδή η τάξη του πολυωνύµου του αριθµητή είναι ίση µε αυτή του παρονοµαστή, δεν µπορούµε να
εφαρµόσουµε Ανάπτυγµα σε Μερικά Κλάσµατα πριν κάνουµε πρώτα διαίρεση των πολυωνύµων. ΄Αρα:

H(s) = 1 +
−4s2 + 7s+ 6

(s− 2)(s+ 2)(s+ 1)
= 1 +G(s)

µε

G(s) =
−4s2 + 7s+ 6

(s− 2)(s+ 2)(s+ 1)

Σε αυτόν τον όρο µπορούµε να κάνουµε Ανάπτυγµα σε Μερικά Κλάσµατα, αρα

G(s) =
A

s− 2
+

B

s+ 2
+

C

s+ 1

µε

A = G(s)(s− 2)
∣∣∣
s=2

=
−4s2 + 7s+ 6

(s+ 2)(s+ 1)

∣∣∣
s=2

=
1

3

B = G(s)(s+ 2)
∣∣∣
s=−2

=
−4s2 + 7s+ 6

(s− 2)(s+ 1)

∣∣∣
s=−2

= −6

C = G(s)(s+ 1)
∣∣∣
s=−1

=
−4s2 + 7s+ 6

(s− 2)(s+ 2)

∣∣∣
s=−1

=
5

3

΄Αρα

G(s) =
1

3

1

s− 2
− 6

1

s+ 2
+

5

3

1

s+ 1

οπότε συνολικά,
H(s) = 1 +G(s) = 1 +

1

3

1

s− 2
− 6

1

s+ 2
+

5

3

1

s+ 1

Αφού έχουµε τρια γνωστά κλάσµατα και το πεδίο σύγκλισης του συνολικού συστήµατος είναι το −1 <
<{s} < 2, συµπεραίνουµε ότι τα επιµέρους πεδία σύγκλισης είναι τα

i. <{s} > −2
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ii. <{s} > −1
iii. <{s} < 2

αφού η τοµή των παραπάνω µας δίνει το συνολικό πεδίο σύγκλισης. Από τα γνωστά Ϲεύγη µετασχ. Laplace,
ϑα έχουµε

G(s)←→ g(t) = −1

3
e2tε(−t)− 6e−2tε(t) +

5

3
e−tε(t)

οπότε συνολικά

H(s) = 1 +G(s)←→ h(t) = δ(t) + g(t) = δ(t)− 1

3
e2tε(−t)− 6e−2tε(t) +

5

3
e−tε(t) (93)

(γʹ) Για το H1(s) =
1

(s− 1)(s− 2)
, ϐλέπουµε οτι έχει πόλους στις ϑέσεις p = 1, 2, άρα για να είναι ευσταθές,

πρέπει να ισχύει <{s} < 1. Για να ειναι αιτιατό, πρέπει <{s} > 2. Το αντίστροφό του είναι το

H inv
1 (s) = (s− 1)(s− 2) (94)

το οποίο είναι ευσταθές και αιτιατό σε ολο το s−επίπεδο.

Για το H2(s) =
s

s+ 2
, ϐλέπουµε ότι έχει πόλους στη ϑέση s−−2, και άρα είναι ευσταθές όταν <{s} > −2,

και το ίδιο πρέπει να ισχύει για να είναι και αιτιατό. Το αντίστροφό του είναι το

H inv
2 (s) =

s+ 2

s
(95)

το οποίο έχει δυο δυνατά πεδία σύγκλισης, <{s} > 0 και <{s} < 0. Προσέξτε, σε περίπτωση που το H2(s)
έχει πεδίο σύγκλισης RH2 = {<{s} < −2}, είναι δηλαδή ασταθές και αντι-αιτιατό, τότε ορίζεται αντίστροφο
σύστηµα µόνον όταν αυτό έχει πεδίο σύγκλισης το RHinv

2
= {<{s} < 0}, γιατι σε αντίθετη περίπτωση δεν

υπάρχει επικάλυψη µε το πεδίο σύγκλισης του H2(s).

Για το H3(s) =
s− 1

s+ 1
, ϐλέπουµε ότι έχει έναν πόλο στη ϑέση s = −1, άρα για να είναι ευσταθές πρέπει να

ισχυει <{s} > −1, ενώ το ίδιο πρέπει να ισχύει και για αιτιατότητα. Το αντίστροφό του είναι το

H inv
3 (s) =

s+ 1

s− 1
(96)

το οποίο έχει δυο δυνατά πεδία σύγκλισης, <{s} > 1 και <{s} < 1. Κι εδώ προσέξτε, όπως και πριν, σε
περίπτωση που το H3(s) έχει πεδίο σύγκλισης RH3 = {<{s} < −1}, είναι δηλαδή ασταθές και αντι-αιτιατό,
τότε ορίζεται αντίστροφο σύστηµα µόνον όταν αυτό έχει πεδίο σύγκλισης το RHinv

3
= {<{s} < 1}, γιατι σε

αντίθετη περίπτωση δεν υπάρχει επικάλυψη µε το πεδίο σύγκλισης του H3(s).

(δʹ) ∆εδοµένου ότι το συνολικό σύστηµα είναι ευσταθές, και ότι προκύπτει από τοµές των επιµέρους συστηµάτων,
τα επιµέρους συστήµατα πρέπει να είναι ευσταθή. ΄Αρα τα πεδια σύγκλισης ϑα ειναι RH1 = {<{s} < 1},



Εφαρµοσµένα Μαθηµατικά για Μηχανικούς - 2015/16 24

RH2 = {<{s} > −2}, και RH3 = {<{s} > −1}. ΄Αρα ϑα είναι

H1(s) =
1

(s− 1)(s− 2)
, <{s} < 1←→ h1(t) = L−1

{ −1
s− 1

+
1

s− 2

}
= etε(−t)− e2tε(−t) (97)

H2(s) =
s

s+ 2
, <{s} < −2←→ h2(t) = L−1

{
s

1

s+ 2

}
=

d

dt
e2tε(−t)

= 2e2tε(−t)− δ(t) (98)

H3(s) =
s− 1

s+ 1
, <{s} > −1←→ h3(t) = L−1

{s− 1

s+ 1

}
= L−1

{
s

1

s+ 1
− 1

s+ 1

}
=

( d
dt
e−tε(t)

)
− e−tε(t)

= δ(t)− e−tε(t)− e−tε(t)
= δ(t)− 2e−tε(t) (99)

(εʹ) Το H1(s) έχει µόνο πόλους, στις ϑέσεις s = 1, 2. Προφανώς αυτοί οι πόλοι δεν µπορούν να ανήκουν στο
Hmin

1 (s), γιατι αυτοί ϐρίσκονται στο δεξιό ηµιεπίπεδο. ΄Αρα υποχρεωτικά ϑα ανήκουν στο All-pass σύστηµα.
΄Οµως στο All-pass συστηµα ϑα έχουµε και µηδενικά στις ϑέσεις s = −1,−2. ΄Αρα το All-pass ϑα είναι της
µορφης

Hap
1 (s) =

(s+ 1)(s+ 2)

(s− 1)(s− 2)
(100)

Το σύστηµα Ελάχιστης Φάσης ϑα έχει ϕυσικά µόνο πόλους που ακυρώνουν τα µηδενικά που υπάρχουν στο
All-pass σύστηµα. ΄Αρα

Hmin
1 (s) =

1

(s+ 1)(s+ 2)
(101)

΄Αρα τελικά

H1(s) = Hmin
1 (s)Hap

1 (s) =
1

(s+ 1)(s+ 2)

(s+ 1)(s+ 2)

(s− 1)(s− 2)
=

1

(s− 1)(s− 2)
(102)


