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Μετασχηµατισµός Laplace

1 Εισαγωγή

΄Εχουµε ήδη δει ότι ο µετασχ. Fourier είναι ένα εργαλείο που µας επιτρέπει να αναπαριστούµε ένα σήµα x(t) σαν ένα
συνεχές άθροισµα (ολοκλήρωµα) εκθετικών σηµάτων της µορφής ej2πft, δηλ.

x(t) =

∫ ∞
−∞

X(f)ej2πftdf (1)

που δεν είναι άλλη σχέση ϕυσικά εκτός από τον αντίστρ. µετασχ. Fourier.
΄Εστω λοιπόν ένα σήµα

x(t)←→ X(f) (2)

΄Εστω, για λόγους ευκολίας, ότι το ϕάσµα του σήµατος είναι πραγµατικό και ϑετικό, δηλ. X(f) ∈ < και X(f) > 0.
΄Εστω ότι αυτό το ϕάσµα ϕαίνεται στο Σχήµα (1). Ο άξονας πάνω στον οποίο ορίζεται ο X(f) είναι οι γνωστές µας
συχνότητες, που έχουµε απλά αντικαταστήσει το f µε το j2πf , µια αυτό είναι το όρισµα των εκθετικών µας στο µετασχ.
Fourier. Σε αυτό το Σχήµα, απλά έχουµε ορίσει ένα χώρο, στον οποίο οι x, y διαστάσεις του είναι το µιγαδικό επίπεδο,
έστω σ, j2πf αυτές, και η τρίτη διάσταση είναι οι τιµές του µετασχ. Fourier. ∆ε σας το είχαµε πει ϱητά (το κρατούσαµε

Σχήµα 1: Ο µετασχ. Fourier στο µιγαδικό s-επίπεδο

για έκπληξη :-Ρ ), αλλά όσο δουλεύετε µε το µετασχ. Fourier, ουσιαστικά ένα τέτοιο σήµα ϐλέπετε, υπό αυτή την
οπτική, απλά προφανώς είναι πολύ πιο ϐολικό να το σχεδιάζουµε όπως έχουµε δει πολλές ϕορές, σε ένα διδιάστατο
επίπεδο, παρά όπως στο Σχήµα (1). :-)
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Βλέπετε λοιπόν ότι ο µετασχ. Fourier X(f) ορίζεται πάνω στον κατακόρυφο άξονα των ϕανταστικών συχνοτήτων
j2πf του µιγαδικού επιπέδου. ΜΟΝΟΝ εκεί όµως. Το ϐλέπετε άλλωστε, το σήµα είναι σαν µια ‘‘φέτα’’ που ϕεύγει µόνο
προς τα ‘‘πάνω’’ απο το ϕανταστικό άξονα. ΄Οµως, το µιγαδικό επίπεδο έχει προφανώς κι άλλες ευθείες πάνω στις οποίες
µπορούµε να ορίσουµε µετασχηµατισµούς. Μια από αυτές ϕαίνεται στο Σχήµα (1), κι αυτή είναι η <{s} = σ = 3.
Πάνω σε αυτόν τον άξονα, ϑα είχαµε συχνότητες s = σ + j2πf = 3 + j2πf , και η προβολή του σήµατος x(t) ϑα
γινόταν πάνω σε εκθετικά της µορφής e−(3+j2πf)t. Σταµατάµε εδώ προσωρινά, αν και πρέπει ήδη να έχετε υποψιαστεί
τι πρόκειται να συµβεί. :-)
Επιστρέφουµε στο µετασχ. Fourier λοιπόν. Μια τέτοια αναπαράσταση είναι πολύτιµη στην ανάλυση και επεξεργασία
σηµάτων. ΟΜΩΣ (παντού υπάρχει ένα ‘‘όµως ’’ που µας χαλάει τη διάθεση :-) ) είδαµε ότι ο µετασχ. Fourier υπάρχει
µόνο για µια περιορισµένη κατηγορία σηµάτων, π.χ. ο µετασχ. Fourier δεν ορίζεται για σήµατα της µορφής

x(t) = eatε(t), a > 0 (3)

δηλ. για αύξοντα εκθετικά (δε µου αρέσει ούτε κι εµένα ο όρος – growing exponentials είναι στα Αγγλικά – αλλά ας µου
το επιτρέψετε :-Ρ ). Επίσης, υπάρχουν περιοχές όπως η Ανάλυση Συστηµάτων, που ο µετασχ. Fourier δε µας ϐοηθά
πολυ.

Σχήµα 2: ∆εν αντιλαµβάνονται τους µετασχηµατισµούς όλοι µε τον ίδιο τρόπο... :-)

1.1 Ο Μετασχηµατισµός Laplace

Ο ϐασικός λόγος για τις δυσκολίες που µας προκύπτουν είναι ότι για µερικά σήµατα, όπως το σήµα στη Σχέση (3), ο
µετασχ. Fourier δεν υπάρχει, επειδή τα συνήθη ηµίτονα ή εκθετικά της µορφής ej2πft είναι ανίκανα να συνθέσουν
αύξοντα εκθετικά σήµατα, όπως το παραπάνω (κάπως λογικό, αν σκεφτείτε ότι έχουν πεπερασµένο πλάτος X(f), όπως
είδαµε στη Σχέση (1) ). Αν αφήσουµε τη ϕαντασία µας ελεύθερη (ΠΟΛΥ ελεύθερη :-) ), ϑα δούµε ότι το πρόβληµα αυτό
µπορεί να λυθεί. Πώς ;

Αν µπορούσαµε να χρησιµοποιήσουµε ως σήµατα ϐάσης εκθετικά της µορφής est, µε το s να µην περιορίζεται µόνο
πάνω στο ϕανταστικό άξονα (όπως γινεται στον µετασχ. Fourier). Αυτό ακριβώς γίνεται στον περίφηµο µετασχηµατισµό

Laplace. Εδώ, η συχνότητες είναι µιγαδικές, της µορφής s = σ + j2πf , και αυτή η γενίκευση µας επιτρέπει να
χρησιµοποιήσουµε αύξοντα εκθετικά (και άρα αύξοντα ηµίτονα) για να συνθέσουµε ένα σήµα x(t). Ποιά είναι αυτά ;
Μα ϕυσικά τα eσtej2πft! :-) Πριν πάµε στα µαθηµατικά, ας προσπαθήσουµε να καταλάβουµε διαισθητικά και µε ένα
απλό παράδειγµα τι ακριβώς κερδίζουµε µε το µετασχηµατισµό αυτό.

1.2 ∆ιαισθητική κατανόηση του µετασχ. Laplace

Αν ένα σήµα λοιπόν, όπως το x(t) = eatε(t), a > 0, στο Σχήµα (3αʹ), δεν έχει µετασχ. Fourier, µπορούµε να το κάνουµε
να έχει, πολλαπλασιάζοντάς το µε ένα ϕθίνον εκθετικό, όπως το e−σt. Για παράδειγµα, το σήµα

x(t) = e2tε(t) (4)

µπορεί να γίνει ‘‘µετασχηµατίσιµο’’ (!!) κατά Fourier, απλά πολλαπλασιάζοντάς το µε το e−σt, µε σ > 2, ορίζοντας έτσι
το

x̂(t) = x(t)e−σt = e(2−σ)tε(t) (5)
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(αʹ) Το αύξον εκθετικό x(t) = eat, a > 0 (ϐʹ) Το ϕθίνον εκθετικό x̂(t) = e−at, a > 0

Σχήµα 3: Εκθετικά σήµατα

Αυτό το νέο σήµα είναι σήµα ενέργειας πια, όπως ϕαίνεται στο Σχήµα (3βʹ) – πάντα για σ > 2. ΄Αρα το σήµα x̂(t) έχει
πλέον µετασχ. Fourier, X̂(f), και οι συνιστώσες του είναι της µορφής ej2πft, µε συχνότητες f που ‘‘τρέχουν’’ από −∞
ως ∞. Τα εκθετικά της µορφής ej2πft και e−j2πft ϑα προστεθούν και ϑα µας δώσυν ένα ηµίτονο, όπως καλά ξέρουµε
από τις σχέσεις του Euler. Ας το δείξουµε εδώ, και για λόγους σύγκρισης µε το µετασχ. Laplace.

΄Εστω µια συχνότητα ∆f του συνεχούς ϕάσµατος του σήµατος. Επειδή αναλύουµε πραγµατικά σήµατα, ϑα υπάρχει
και η αντίστοιχη συχνότητα −∆f και το πλάτος καθεµιάς ϑα είναι X̂(∆f) και X̂∗(∆f) αντίστοιχα, λόγω των γνωστών
ιδιοτήτων για τα πραγµατικά σήµατα. ΄Αρα προσθέτοντάς τα, όπως επιτάσσει το ολοκλήρωµα, ϑα έχουµε:

X̂(∆f)ej2π∆ft + X̂∗(∆f)e−j2π∆ft = |X̂(∆f)|ejφ∆f ej2π∆ft + (|X̂(∆f)|ejφ∆f )∗e−j2π∆ft

= |X̂(∆f)|ejφ∆f ej2π∆ft + |X̂(∆f)|e−jφ∆f e−j2π∆ft

= |X̂(∆f)|ej(2π∆ft+φ∆f ) + |X̂(∆f)|e−j(2π∆ft+φ∆f )

= 2|X̂(∆f)| cos(2π∆ft+ φ∆f ) (6)

Το ϕάσµα περιέχει έναν άπειρο αριθµό από τέτοια ηµίτονα, σταθερού πλάτους 2|X̂(f)|. Θα ήταν Π Ο Λ Υ :-) χρονοβόρο
να σχεδιάσουµε όλα αυτά τα ηµίτονα, έτσι στο Σχήµα (4αʹ) δείχνουµε µόνο δυο από αυτά. Η πρόσθεση όλων αυτών
των συνιστωσών (άπειρων σε αριθµό) ϑα µας δώσει το x̂(t). Είναι όµως προφανές ότι το επιθυµητό σήµα x(t) – µην
ξεχνιόµαστε, το x(t) ϑέλουµε να µετασχηµατίσουµε ! :-) – µπορεί να συντεθεί από τον πολλαπλασιασµό του x̂(t) µε τα
e+σt, έτσι δεν είναι ; Αυτό τι σηµαίνει ; Σηµαίνει ότι πολλαπλασιάζουµε κάθε ϕασµατική συνιστώσα X̂(f) του x̂(t) µε
e+σt, και µετά τις προσθέτουµε. Ιδού:

x(t) = x̂(t)e+σt = e+σt

∫
X̂(f)ej2πftdf =

∫
e+σt[X̂(f)ej2πft]df =

∫
X̂(f)

(
e+σtej2πft

)
df (7)

Αλλά µια τέτοια κίνηση σηµαίνει επίσης ότι τα ηµίτονα που προκύπτουν ϑα έχουν αύξοντα πλάτη ! Η πρόσθεση όλων
αυτών των αύξοντων ηµιτόνων ϑα µας δώσει το x(t)! Γιατί ; Ας κάνουµε το ίδιο µε τη Σχέση (6), µόνο που τώρα ας
υποθέσουµε ότι έχουµε πλάτη X̂(∆f)eσt:

eσtX̂(∆f)ej2π∆ft + eσtX̂∗(∆f)e−j2π∆ft = 2|X̂(∆f)|eσt cos(2π∆ft+ φ∆f ) (8)

Είναι ϕανερό εδώ ότι τα πλάτη των ηµιτόνων ∆ΕΝ είναι σταθερά, όπως στην περίπτωση του µετασχ. Fourier, αλλά είναι
συναρτήσει του χρόνου, 2|X̂(∆f)|eσt, όπως στο Σχήµα (4βʹ)!
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(αʹ) Σταθερού πλάτους ηµίτονα (ϐʹ) Μεταβλητού πλάτους ηµίτονα

Σχήµα 4: Ηµίτονα των δυο µετασχηµατισµών

Επίσης, ο πολλαπλασιασµός των συνιστωσών του x̂(t) µε το e+σt ϑα µας δώσει συνιστώσες της µορφής e(σ+j2πf)t,
όπως είναι ϕανερό από τη Σχέση (7), ενώνοντας τα δυο εκθετικά µέσα στο ολοκλήρωµα ! ΄Αρα, κάθε συχνότητα της
µορφής j2πf του x̂(t) µετασχηµατίζεται σε µια άλλη συχνότητα σ+ j2πf στο ϕάσµα του x(t). ΄Αρα πού ϑα ϐρίσκονται
αυτές οι νέες συχνότητες ; Πού αλλού, εκτός από πάνω σε µια νέα ευθεία στο µιγαδικό s-επίπεδο, στην ευθεία που
περιλαµβάνει τις συχνότητες σ + j2πf !

Πλέον είναι ξεκάθαρο ότι το σήµα x(t) µπορεί να συντεθεί από µεταβαλλόµενου πλάτους µιγαδικά εκθετικά που
ϐρίσκονται στο µονοπάτι σ + j2πf , µε το f να κυµαίνεται από −∞ έως ∞. Η τιµή του σ είναι µεταβλητή. Για
παράδειγµα, αν x(t) = e2tε(t), τότε το x̂(t) = x(t)e−σt µπορεί να γίνει µετασχηµατίσιµο κατά Fourier αν διαλέξουµε
σ > 2. ΄Αρα καταλαβαίνετε ότι έχουµε άπειρες επιλογές για την τιµή του σ. Αυτό σηµαινει ότι το ϕάσµα του x(t) δεν
είναι µοναδικό, και ότι υπάρχουν άπειροι τρόποι να συνθέσουµε το x(t). ΄Οµως, το σ έχει µια ελάχιστη, συγκεκριµένη
τιµή σ0 για ένα δεδοµένο x(t) (όπως εδώ, σ0 = 2, για x(t) = e2tε(t)). Αυτή η περιοχή του µιγαδικού s-επιπέδου
που ορίζονται άπειροι τρόποι σύνθεσης του x(t) από τα αύξοντα εκθετικά λέγεται Πεδίο ή Περιοχή Σύγκλισης του
µετασχηµατισµού Laplace του x(t).

Αυτός ο νέος µετασχηµατισµός λοιπόν, που χρησιµοποιεί εκθετικά της µορφής e(σ+j2πf)t λέγεται Μετασχηµατι-

σµός Laplace και ορίζεται ως :

X(s) =

∫ ∞
−∞

x(t)e−stdt (9)

ενώ ο αντίστροφός του ως:

x(t) =
1

2πj

∫ σ+j∞

σ−j∞
X(s)estds (10)

ο οποίος όµως δε ϑα χρησιµοποιηθεί για τους σκοπούς µας, µια και υπάρχουν πιο εύκολοι τρόποι να ϐρει κανείς
το σήµα στο χρόνο x(t) από το µετασχ. Laplace του, αποφεύγοντας την επίλυση ενός ολοκληρώµατος στο µιγαδικό
επίπεδο... :-)

1.3 ΄Υπαρξη του µετασχ. Laplace

Μια ικανή συνθήκη για την ύπαρξη του µετασχ. Laplace είναι η∫ ∞
−∞
|x(t)e−σt|dt <∞ (11)
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΄Οταν το παραπάνω ολοκλήρωµα συγκλίνει για κάποια τιµή σ, τότε υπάρχει ο µετασχ. Laplace. Αποδεικνύεται ότι κάθε
σήµα που αυξάνει όχι γρηγορότερα από το εκθετικό σήµα Meσ0t, για κάποια M,σ0, ικανοποιεί αυτή τη συνθήκη (11).
Για παράδειγµα, το σήµα x(t) = et

2
αυξάνει πιο γρήγορα από το eσ0t, και άρα δεν έχει µετασχ. Laplace. Ευτυχώς,

τέτοια σήµατα έχουν ελάχιστη ϑεωρητική ή πρακτική σηµασία.
Βέβαια, όπως και στο µετασχ. Fourier, αυτή η συνθήκη δεν είναι και αναγκαία. Για παράδειγµα, το σήµα x(t) = 1√

t
απειρίζεται στο t = 0 και η σχέση (11) δεν ικανοποιείται, αλλά ο µετασχηµατισµός Laplace υπάρχει και είναι ο
X(s) =

√
π
s . Εµείς δεν ασχολούµαστε µε τέτοια σήµατα, και πάντα όταν Ϲητείται ο µετασχ. Laplace, υποθέτουµε ότι

υπάρχει, δηλ. ότι το ολοκλήρωµα του µετασχ. Laplace συγκλίνει.

1.4 Εν κατακλείδει...

Ο µετασχ. Laplace είναι γενικά µια ‘‘επέκταση’’ του µετασχ. Fourier, για σήµατα των οποίων το συχνοτικό περιεχόµενο
δεν µπορεί να υπολογιστεί απ΄ την κλασική ϑεωρία Fourier. Ο µετασχ. Fourier προβάλλει το σήµα πάνω σε συχνότητες
που ορίζονται στο ϕανταστικό άξονα (e−j2πft). Αλλάζοντας τις συναρτήσεις ϐάσης e−j2πft σε e−(σ+j2πf)t, προβάλλουµε
το σήµα σε ευθείες παράλληλες µε τον άξονα των ϕανταστικών. Οι νέες συχνότητες σ + j2πf είναι, όπως είναι ϕανερό,
µιγαδικές πλέον.
Ο µετασχ. Laplace ορίζεται ως :

X(s) =

∫ ∞
−∞

x(t)e−stdt (12)

µε s = σ + j2πf, σ, f ∈ <. Για αιτιατά σήµατα, ορίζεται ο µονόπλευρος µετασχ. Laplace ως:

X(s) =

∫ ∞
0

x(t)e−stdt (13)

που δε διαφέρει σχεδόν σε τίποτα από τον δίπλευρο µετασχ. Laplace που συζητούσαµε ως τώρα, όπως ϑα δούµε
αργότερα.

2 Είδη σηµάτων

Ας συζητήσουµε εδώ πώς µπορούµε να ορίσουµε οποιαδήποτε σήµατα ανάλογα µε τη ϑέση και τη διάρκειά τους στο
χρόνο. Αυτή η διάκριση ϑα µας ϐοηθήσει πολύ στο να ορίζουµε εύκολα και γρήγορα την περίφηµη Περιοχή Σύγκλισης

του µετασχ. Laplace, στην οποία ϑα αναφερθούµε στην επόµενη παράγραφο. Πρώτα όµως, ας δούµε τα είδη σηµάτων:

• Αριστερόπλευρο λέγεται το σήµα για το οποίο ισχύει (Σχήµα 5αʹ)

f(t) = 0, t ≥ t0 (14)

• ∆εξιόπλευρο λέγεται το σήµα για το οποίο ισχύει (Σχήµα 5βʹ)

f(t) = 0, t ≤ t0 (15)

• Αµφίπλευρο (ή δίπλευρο) λέγεται το σήµα για το οποίο ισχύει (Σχήµα 5γʹ) ότι είναι άπειρης διάρκειας αλλά ούτε
δεξιόπλευρο ούτε αριστερόπλευρο.

• Πεπερασµένης διάρκειας λέγεται το σήµα για το οποίο ισχύει (Σχήµα 5δʹ)

f(t) 6= 0, t0 ≤ t ≤ t1 (16)

Η διάκριση των ειδών είναι σχετικά εύκολη υπόθεση, είτε από τον ορισµό τους είτε από τη γραφική τους παράσταση.
Ας γνωρίσουµε όµως εδώ και δυο νέες κατηγορίες σηµάτων:

• Αιτιατά λέγονται τα σήµατα για τα οποία ισχύει

f(t) = 0, t < 0 (17)

όπως στο Σχήµα 6αʹ.
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t

 f(t)

0 t0

(αʹ) Αριστερόπλευρο σήµα

t

 f(t)

0t0

(ϐʹ) ∆εξιόπλευρο σήµα

t

 f(t)

0

... ...

(γʹ) Αµφίπλευρο σήµα

t

 f(t)

0

...

...

t1 t2

(δʹ) Πεπερασµένης διάρκειας σήµα

Σχήµα 5: Είδη σηµάτων

• Αντί-αιτιατά λέγονται τα σήµατα για τα οποία ισχύει η σχέση

f(t) = 0, t > 0 (18)

όπως αυτό στο Σχήµα 6βʹ.

• Υπάρχουν και τα µη αιτιατά σήµατα, για τα οποία η Σχέση (17) δεν ισχύει, όπως τα σήµατα σε όλα τα Σχήµα-
τα (5)(α-δ).

t

 f(t)

0
(αʹ) Αιτιατό Σήµα

t

 f(t)

0
(ϐʹ) Αντι-αιτιατό σήµα

Σχήµα 6: Αιτιατό και αντι-αιτιατό σήµα
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Σχήµα 7: Τα αντι-αιτιατά συστήµατα µπορούν να γίνουν πραγµατοποιήσιµα µε χρονική καθυστέρηση !

3 Περιοχή Σύγκλισης

Η Περιοχή Σύγκλισης (region of convergence - ROC) προκαλεί συχνά σύγχυση τόσο όσον αφορά την προέλευσή της,
όσο και τη χρήση της και τη σηµασία της. Εδώ ϑα ξεκαθαρίσουµε όλα αυτά, χρησιµοποιώντας τρια χαρακτηριστικά
παραδείγµατα.

3.1 Παραδείγµατα

1. Ας πάρουµε ένα σήµα για το οποίο ο µετασχ. Fourier δεν υπάρχει. Για παράδειγµα, το σήµα

x(t) = eatε(t), a ∈ < (19)

Γι΄ αυτό το σήµα, δεν υπάρχει ο µετασχ. Fourier αν a > 0. Ας το δείξουµε, ελέγχοντας το κριτήριο σχετικά µε την
απόλυτη ολοκλήρωση. Ισχύει ότι∫ +∞

−∞
|x(t)|dt =

∫ +∞

0
|eat|dt =

∫ +∞

0
eatdt =

1

a
eat
∣∣∣+∞
0

(20)

Αν a ∈ <+, το ολοκλήρωµα για t → +∞ ϑα αποκλίνει στο +∞. ΄Αρα ο µετασχ. Fourier δεν υπάρχει. Φυσικά
γνωρίζουµε ότι το κριτήριο αυτό είναι ικανό αλλά όχι και αναγκαίο, γιατί π.χ. και για τα ηµιτονοειδή σήµατα το
κριτήριο της απόλυτης ολοκλήρωσης δεν ισχύει αλλά γνωρίζουµε ότι υπάρχει ο µετασχ. Fourier, µε χρήση των
συναρτήσεων ∆έλτα. Παρ΄ όλα αυτά, για το συγκεκριµένο σήµα, αυτό είναι αρκετό. Επίσης, αν κάποιος από εσάς
µπήκε στον κόπο να σκεφτεί πώς είναι η γραφική παράσταση του σήµατος αυτού, ϑα διαπίστωσε ότι πρόκειται
για ένα µη ϕραγµένου πλάτους σήµα, άρα ϑα είχε µια υποψία για το ότι δεν υπάρχει ο µετασχ. Fourier, ούτε καν
µε χρήση συναρτήσεων ∆έλτα. :-)
Απ΄ την άλλη, αν a < 0, τότε ο µετασχ. Fourier υπάρχει, µια και το σήµα µας είναι σήµα ενέργειας.

Ας ϑεωρήσουµε στο παράδειγµά µας, ότι a ∈ <, για περισσότερη γενικότητα. Προσέξτε ότι το σήµα µας είναι
δεξιόπλευρο. Ας δοκιµάσουµε να εφαρµόσουµε τον µετασχ. Laplace και να δούµε µερικά πράγµατα:

X(s) =

∫ ∞
−∞

x(t)e−stdt =

∫ ∞
0

e(a−s)tdt =
1

a− s
e(a−s)t

∣∣∣∞
0

=
1

a− s

(
lim

t→+∞
e(a−s)t − 1

)
(21)

Εδώ τώρα πρέπει να σταµατήσουµε. Πρέπει να έχετε καταλάβει τι πρόκειται να συµβεί από παρόµοια διαδικασία
που είδαµε στο µετασχ. Fourier... Για να µην αποκλίνει αυτό το όριο στο∞, ϑα πρέπει το όρισµα του εκθετικού
να είναι αρνητικό, ώστε το όριο να τείνει στο µηδέν. Για να ισχύει αυτό, ϑα πρέπει να ισχύει a− s < 0. ΄Ενα λεπτό
όµως. Το s = σ + j2πf είναι µιγαδικός αριθµός, άρα και ο a− s. Ως γνωστόν, οι µιγαδικοί αριθµοί ∆ΕΝ έχουν
διάταξη, άρα το να πούµε ότι πρέπει να ισχύει a− s < 0 είναι ΧΩΡΙΣ ΝΟΗΜΑ !
Θα εκµεταλλευτούµε λοιπόν το πλέον γνωστό λήµµα της Μιγαδικής Ανάλυσης, που υπενθυµίζεται ότι λέει ότι
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εάν limt→+∞ f(t) = 0 και g(t) είναι ϕραγµένη κατ΄ απόλυτη τιµή, τότε limt→+∞ f(t)g(t) = 0.

Για να δούµε αν µπορούµε κατ΄ αρχάς να το δείξουµε αυτό για το σήµα µας. Μπορούµε να γράψουµε το σήµα
µας ως γινόµενο µιας ϕραγµένης και µιας συνάρτησης που συγκλίνει στο µηδέν ; Είναι :

e(a−s)t = e(a−(σ+j2πf)t) = e((a−σ)−j2πf)t = e(a−σ)te−j2πft = f(t)g(t) (22)

΄Οµως
|e−j2πft| = 1, (23)

για κάθε 2πf, t, όπως έχουµε δει. Οπότε να η ϕραγµένη µας συνάρτηση, η g(t) = e−j2πft. ΄Αρα αρκεί να δούµε
πότε ισχύει ότι

lim
t→+∞

f(t) = lim
t→+∞

e(a−σ)t = 0 (24)

και µετά µπορούµε να συνεχίσουµε τη λύση της άσκησής µας. Εδώ πλέον, στον εκθέτη µας έχουµε πραγµατικούς
αριθµούς, άρα ξέρουµε ότι η συνάρτηση e(a−σ)t ϕθίνει στο 0 όταν t→ +∞, µόνο αν

a− σ < 0⇐⇒ a < σ ⇐⇒ <{s} > a (25)

Αυτή η σχέση λέγεται Πεδίο ή Περιοχή Σύγκλισης, γιατί αποτελεί το χώρο πάνω στο επίπεδο για τον οποίο
υπάρχει ο µετασχ. Laplace, δηλ. το σχετικό ολοκλήρωµα συγκλίνει ! Οπότε δείξαµε ότι η συνάρτηση e(a−s)t

γράφεται ως γινόµενο δυο συναρτήσεων, εκ των οποίων η µια είναι ϕραγµένη και η άλλη συγκλίνει στο µηδέν,
και άρα, απ ΄το γνωστό λήµµα, το γινόµενό τους συγκλίνει κι αυτό στο µηδέν. Ας ολοκληρώσουµε τη λύση µας.

(21)⇒ X(s) =
1

a− s

(
lim

t→+∞
e(a−s)t − 1

)
=

1

a− s

(
0− 1

)
=

1

s− a
, <{s} > a (26)

΄Αρα ο µετασχ. Laplace του σήµατος x(t) = eatε(t), a ∈ <, είναι

x(t) = eatε(t)←→ X(s) =
1

s− a
, <{s} > a (27)

και το Πεδίο Σύγκλισης ϕαίνεται στο Σχήµα (8). Θα µπορούσε το a να ϐρίσκεται στο δεξιό ηµιεπίπεδο, αφού
a ∈ <. ∆ε µας ενδιαφέρει τώρα η ϑέση του, όσο η περιοχή δεξιά του. Ο αριθµός a, που είναι ϱίζα του παρονοµαστή

x
α

j2πf

σ
0

Σχήµα 8: Πεδίο Σύγκλισης σήµατος eatε(t), a ∈ <

του µετασχηµατισµού, λέγεται πόλος του µετασχ. Laplace, και το πεδίο σύγκλισης για το ∆ΕΞΙΟΠΛΕΥΡΟ σήµα
µας είναι το ηµιεπίπεδο ∆ΕΞΙΑ της κατακόρυφης ευθείας σ = a, όπως ϐρήκαµε παραπάνω, χωρίς να την
περιλαµβάνει. Φυσικά, στο ηµιεπίπεδο <{s} ≤ a, ο µετασχ. Laplace ∆ΕΝ συγκλίνει !
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2. Ας δούµε άλλο ένα παράδειγµα. ΄Εστω τώρα το σήµα x(t) = −eatε(−t), του οποίου ϑέλουµε να υπολογίσουµε
το µετασχ. Laplace. Αν a ∈ <+, τότε το σήµα είναι σήµα ενέργειας, και ο µετασχ. Fourier του υπάρχει. Αν
όµως a ∈ <−, τότε δεν υπάρχει ο µετασχ. Fourier, και το ολοκλήρωµα του µετασχ. Fourier αποκλίνει στο∞. Ας
ϑεωρήσουµε ότι a ∈ <, χωρίς περιορισµούς. Προσέξτε ότι το σήµα µας είναι αριστερόπλευρο. Ο µετασχ. Laplace
ϑα είναι :

X(s) =

∫ ∞
−∞

x(t)e−stdt = −
∫ 0

−∞
e(a−s)tdt = − 1

a− s
e(a−s)t

∣∣∣0
−∞

= − 1

a− s

(
1− lim

t→−∞
e(a−s)t

)
(28)

Εχουµε ξανά την ίδια κατάσταση µε το προηγούµενο παράδειγµα. Θέλουµε να υπολογίσουµε το

lim
t→−∞

e(a−s)t (29)

Σκεπτόµενοι ακριβώς όµοια, καταλήγουµε ότι το όριο αυτό ϕθίνει στο 0 µόνο αν

a− σ > 0⇐⇒ a > <{s} ⇐⇒ <{s} < a (30)

και αυτό είναι το πεδίο σύγκλισης του µετασχ. Laplace. Στο πεδίο αυτό, το όριο ϕθίνει στο µηδέν, και άρα από
τη σχέση (28) εχουµε:

(28)⇒ X(s) = − 1

a− s
(1− 0) =

1

s− a
, <{s} < a (31)

΄Αρα τελικά, έχουµε ότι

x(t) = −eatε(−t)←→ X(s) =
1

s− a
, <{s} < a (32)

µε το Πεδίο Σύγκλισης για ένα a > 0 να ϕαίνεται στο Σχήµα (9). Θα µπορούσε το a να ϐρίσκεται στο αριστερό
ηµιεπίπεδο, δε µας ενδιαφέρει τώρα η ϑέση του, όσο η περιοχή αριστερά του. Παρατηρήστε ότι το πεδίο σύγκλισης

x
α

j2πf

σ
0

Σχήµα 9: Πεδίο Σύγκλισης σήµατος −eatε(−t), a ∈ <

για το ΑΡΙΣΤΕΡΟΠΛΕΥΡΟ σήµα µας είναι το ηµιεπίπεδο ΑΡΙΣΤΕΡΑ της κατακόρυφης ευθείας σ = a, όπως
ϐρήκαµε παραπάνω, χωρίς να την περιλαµβάνει.

3. Είµαι σίγουρος ότι ο πειρασµός σας να προσθέσετε τα σήµατα των παραπάνω παραδειγµάτων και να δείτε αν
υπάρχει ο µετασχ. Laplace του αθροίσµατός τους, είναι µεγάλος (όσο και η επιθυµία σας να περάσετε το µάθηµα
:-) ). Ας ορίσουµε λοιπόν το σήµα

x(t) = eatε(t)− eatε(−t), a ∈ < (33)

∆εν το αναφέραµε παραπάνω, αλλά δεν είναι και µυστικό, αφού αποδεικνύεται εύκολα. Ο µετασχ. Laplace είναι
γραµµικός. ΄Αρα το άθροισµα δυο σηµάτων έχει µετασχ. Laplace το άθροισµα των επιµέρους µετασχηµατισµών.
΄Οσο για το πεδίο σύγκλισης, αυτό είναι η τοµή των επιµέρους πεδίων σύγκλισης. ΄Αρα λοιπόν,

X(s) =
1

s− a
+

1

s− a
=

2

s− a
, ROC = ROC1 ∩ROC2 = {σ > a} ∩ {σ < a} = ∅ (34)
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΄Αρα ϐλέπουµε ότι παρ’ όλο που µπορούµε να προσθέσουµε τους επιµέρους µετασχηµατισµούς, ο συνολικός
µετασχηµατισµός Laplace ∆ΕΝ ΥΠΑΡΧΕΙ, γιατί δεν υπάρχει πεδίο στο s-επίπεδο στο οποίο να συγκλίνει ! :-)
΄Αρα ϐλέπουµε ότι δεν είναι απαραίτητο να υπάρχει ο µετασχ. Laplace για όλα τα σήµατα. ;-)
Ας δούµε όµως τι ϑα συνέβαινε αν είχαµε

x(t) = eatε(t)− eβtε(−t), a, β ∈ <, a 6= β (35)

Τότε
X(s) =

1

s− a
+

1

s− β
=

(s− β) + (s− a)

(s− a)(s− β)
, ROC = ROC1 ∩ROC2 = {σ > a} ∩ {σ < β} (36)

το οποίο δεν είναι απαραίτητα το κενό σύνολο. Εξαρτάται από τις σχετικές ϑέσεις των a, β. Π.χ. αν a < β, τότε το
πεδίο σύγκλισης είναι µια ‘‘λωρίδα’’ στο s-επίπεδο, το a < <{s} < β, όπως στο Σχήµα (10), ενώ αν a > β, τότε
το πεδίο σύγκλισης είναι το κενό σύνολο. Προσέξτε ότι εδώ, το συνολικό µας σήµα x(t) είναι αµφίπλευρο, και

x
α

j2πf

σ
0

x β

Σχήµα 10: Πεδίο Σύγκλισης σήµατος eatε(t)− eβtε(−t) µε a < β

έτσι το πεδίο σύγκλισης δεν προέκυψε ούτε δεξιόπλευρο ούτε αριστερόπλευρο, αλλά µια ‘‘λωρίδα’’ στο µιγαδικό
επίπεδο.

3.2 Σηµαντικές Παρατηρήσεις

Ας ξεκινήσουµε τις παρατηρήσεις µας...

1. Η πιο σηµαντική παρατήρηση έρχεται αν συγκρίνουµε τις Σχέσεις (27) και (32). Ας τις ξαναγράψουµε εδώ για
ευκολία :

x(t) = eatε(t)←→ X(s) =
1

s− a
, <{s} > a (37)

x(t) = −eatε(−t)←→ X(s) =
1

s− a
, <{s} < a (38)

Παρατηρούµε ότι δυο εντελώς διαφορετικά σήµατα στο χρόνο, έχουν τον ίδιο µετασχ. Laplace! Σωστά ; Λάθος ! :-)
΄Εχουν την ίδια αλγεβρική µορφή στο χώρο του µετασχ. Laplace. Ο µετασχηµατισµός Laplace όµως περιλαµβάνει
ΚΑΙ το πεδίο σύγκλισης ! Αυτό είναι που ξεχωρίζει τους δυο, ίδιους κατά τα άλλα, µετασχηµατισµούς. Χωρίς το
πεδίο σύγκλισης, δε ϑα µπορούσαµε να αποφασίσουµε σε ποιό σήµα στο χρόνο αντιστοιχεί ο µετασχηµατισµός
Laplace X(s) που έχουµε παραπάνω !

2. Είδατε παραπάνω ότι το πεδίο σύγκλισης δεν είναι κάτι τυχαίο. Προκύπτει απ΄ την ΑΝΑΓΚΗ να συγκλίνει το
ολοκλήρωµα του µετασχ. Laplace! Κάθε µετασχ. Laplace έρχεται ‘‘παρέα’’ µε το πεδίο σύγκλισης. Χωρίς αυτό,
ο µετασχ. Laplace είναι χωρίς νόηµα ! Συνηθίστε λοιπόν να γράφετε το µετασχηµατισµό ΜΑΖΙ µε το εκάστοτε
πεδίο σύγκλισης. :-)
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3. Προφανώς δε χρειάζεται σε κάθε άσκηση να αποδεικνύετε το πεδίο σύγκλισης, εκτός αν σας Ϲητείται ϱητά, π.χ. σε
εφαρµογή του ορισµού. Ακόµα και τότε, δε χρειάζεται να δείχνετε αναλυτικά ότι οι συναρτήσεις είναι ϕραγµένες,
κλπ. Μπορείτε να χρησιµοποιείτε έτοιµα τα αποτελέσµατα της ϑεωρίας, ότι δηλαδή αρκεί το πραγµατικό µέρος
του εκθέτη να είναι ϑετικό ή αρνητικό, ανάλογα τι σας ϐολεύει για να συγκλίνει το όριο στο µηδέν.

4. Ο πόλος a που είδαµε στα Παραδείγµατα 1 και 2 ϑα µπορούσε να είναι µιγαδικός αριθµός. Γενικά, οι πόλοι
δεν είναι απαραίτητο να είναι πάντα πραγµατικοί. ∆εν αλλάζει τίποτα σε όσα είπαµε παραπάνω, παρά µόνον ότι
πλέον τα πεδία σύγκλισης ϑα είναι στη µορφή

<{s} ≷ <{a} (39)

δηλ. χρησιµοποιούµε το πραγµατικό µέρος του, κατάλληλου κάθε ϕορά, µιγαδικού πόλου στην περιγραφή του
πεδίου σύγκλισης.

5. Από τη στιγµή που οι συναρτήσεις σ = λ ορίζουν κατακόρυφες ευθείες στο επίπεδο των µιγαδικών αριθµών (το
λεγόµενο s-επίπεδο), τα πεδία σύγκλισης οποιουδήποτε µετασχηµατισµού Laplace ϑα είναι ΕΙΤΕ

(αʹ) µια περιοχή του επιπέδου αριστερά µιας κατακόρυφης γραµµής, όπου ϑα ορίζεται από τον αριστερότερο
πόλο, ΕΙΤΕ

(ϐʹ) µια περιοχή του επιπέδου δεξιά µιας κατακόρυφης γραµµής, όπου ϑα ορίζεται από το δεξιότερο πόλο, ΕΙΤΕ

(γʹ) µια ‘‘λωρίδα’’ µεταξύ δυο κατακόρυφων γραµµών, όπου ορίζονται από δυο πόλους.

6. Τα πεδία σύγκλισης δεν περιέχουν ΠΟΤΕ πόλους !

7. ΄Ενας µετασχ. Laplace µπορεί να έχει κανέναν, έναν, ή περισσότερους πόλους.

8. Αν το x(t) είναι δεξιόπλευρο, το πεδίο σύγκλισης είναι ‘‘δεξιόπλευρο’’, δηλ. µια περιοχή του επιπέδου δεξιά
µιας κατακόρυφης γραµµής, όπου ϑα ορίζεται από το δεξιότερο πόλο. Για παράδειγµα, <{s} > <{a} µε a =
δεξιότερος πόλος.

9. Αν το x(t) είναι αριστερόπλευρο, το πεδίο σύγκλισης είναι ‘‘αριστερόπλευρο’’, δηλ. µια περιοχή του επιπέδου
αριστερά µιας κατακόρυφης γραµµής, όπου ϑα ορίζεται από τον αριστερότερο πόλο. Για παράδειγµα, <{s} <
<{a} µε a = αριστερότερος πόλος.

10. Αν x(t) είναι αµφίπλευρο, δηλ. άθροισµα δεξιόπλευρων και αριστερόπλευρων σηµάτων, το πεδίο σύγκλισης
είναι µια ‘‘λωρίδα’’ στο ηµιεπίπεδο µεταξύ δυο πόλων (π.χ. <{a} < <{s} < <{b}), ή το κενό σύνολο (γιατί τα
επιµέρους πεδία σύγκλισης δε ϑα επικαλύπτονται). Στην περίπτωση που το πεδίο σύγκλισης είναι το κενό σύνολο,
προφανώς ο µετασχ. Laplace δεν ορίζεται.

11. Αν x(t) είναι πεπερασµένης διάρκειας, το πεδίο σύγκλισης είναι ΟΛΟ το s-επίπεδο.

12. Συχνά, το πεδίο σύγκλισης συµβολίζεται ως ROC, από τα αρχικά της αγγλικής µετάφρασης του πεδίου σύγκλισης
(Region Of Convergence)1.

13. Ξαναδιαβάστε τις παρατηρήσεις 5− 11. :-)

4 Σύνδεση µε το µετασχηµατισµό Fourier

΄Οταν ϑέτουµε σ = 0 στο ολοκλήρωµα του µετασχ. Laplace, αυτό που κάνουµε ‘‘σιωπηλά’’ είναι ότι εκτιµούµε το
µετασχ. Laplace σε συχνότητες που ϐρίσκονται πάνω στην κατακόρυφη ευθεία σ = 0 του µιγαδικού επιπέδου, που δεν
είναι άλλη απ΄ τον άξονα τον ϕανταστικών αριθµών j2πf !

Για να µπορούµε όµως να το κάνουµε αυτό, ΠΡΕΠΕΙ ο κατακόρυφος άξονας των ϕανταστικών j2πf , δηλ. η
κατακόρυφη ευθεία σ = 0, να περιέχεται µέσα στο πεδίο σύγκλισης του µετασχ. Laplace! Αλλιώς δεν έχει κανένα
νόηµα ο υπολογισµός του X(s)|σ=0! Γι’ αυτό λοιπόν, όταν προσπαθούµε να υπολογίσουµε το µετασχ. Fourier µέσω

1Και όχι από την κρέµα προσώπου :-)
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του µετασχ. Laplace, πρέπει να προσέχουµε πρώτα αν ο ϕανταστικός άξονας περιέχεται µέσα στο πεδίο σύγκλισης του
µετασχ. Laplace. Αν περιέχεται, καλώς, αντικαθιστούµε σ = 0 στον τύπο του µετασχ. Laplace και έχουµε το µετασχ.
Fourier. Αν όχι, τότε ο µετασχ. Fourier ∆ΕΝ µπορεί να υπολογιστεί µέσω του µετασχ. Laplace! Ας µιλήσουµε όµως µε
λίγο µεγαλύτερη ακρίβεια σχετικά µε αυτά...
Ο ορισµός του µετασχ. Laplace

X(s) =

∫ ∞
−∞

x(t)e−stdt (40)

είναι ταυτόσηµος µε τον ορισµό του µετασχ. Fourier

X(f) =

∫ ∞
−∞

x(t)e−j2πftdt (41)

αν στη Σχέση (41) ϑέσουµε όπου f το s = σ + j2πf . Είναι εύλογο να περιµένει κανείς ότι ο µετασχ. Laplace, X(s),
ενός σήµατος x(t), να είναι ίδιος µε τον µετασχ. Fourier, X(f), του ίδιου σήµατος, µε το j2πf να έχει αντικατασταθεί
από το s. Για παράδειγµα, µάθαµε πριν λίγο ότι

e−atε(t), a > 0
L−→ 1

a+ s
(42)

Αντικαθιστώντας το s µε το j2πf , έχουµε ότι

X(s)
∣∣∣
s=j2πf

=
1

a+ j2πf
= X(f) (43)

που είναι ο µετασχ. Fourier, όπως είδαµε σε προηγούµενο Κεφάλαιο. ∆υστυχώς αυτή η διαδικασία δεν ισχύει για
κάθε σήµα x(t). Μπορούµε να την χρησιµοποιούµε µόνο όταν η περιοχή σύγκλισης του µετασχ. Laplace περιέχει το
ϕανταστικό (j2πf ) άξονα.

Για παράδειγµα, ο µετασχ. Fourier της ϐηµατικής συνάρτησης x(t) = ε(t) είναι ο

x(t) = ε(t)
F−→ X(f) =

1

2
δ(f) +

1

j2πf
(44)

Ο αντίστοιχος µετασχ. Laplace είναι ο

x(t) = ε(t)
L−→ X(s) =

1

s
, <{s} > 0 (45)

και όπως ϐλέπουµε από την περιοχή σύγκλισης, δεν περιλαµβάνεται ο ϕανταστικός άξονας σ = <{s} = 0. ΄Αρα, ο
µετασχ. Laplace ∆ΕΝ µπορεί να µας δώσει το µετασχ. Fourier, αλλά ούτε και το αντίστροφο ! Σε αυτές τις περιπτώ-
σεις, η σχέση µεταξύ των δυο µετασχηµατισµών δεν είναι τόσο απλή. Ο λόγος για αυτήν την περιπλοκή σχετίζεται
µε τη σύγκλιση του ολοκληρώµατος του µετασχ. Fourier, όπου η ολοκλήρωση περιορίζεται πάνω στον ϕανταστικό
άξονα. Λόγω αυτού του περιορισµού, το ολοκλήρωµα Fourier για τη ϐηµατική συνάρτηση δε συγκλίνει. Χρειάζεται να
χρησιµοποιήσουµε µια γενικευµένη συνάρτηση (δ(f)) για τη σύγκλιση.

Αντιθέτως, το ολοκλήρωµα Laplace για τη ϐηµατική συνάρτηση συγκλίνει αλλά µόνο για <{s} > 0, µια περιοχή
που είναι ‘‘απαγορευµένη’’ για το µετασχ. Fourier! :-)
΄Ενα ακόµα ενδιαφέρον στοιχείο είναι ότι παρ΄ όλο που ο µετασχ. Laplace είναι µια γενίκευση του µετασχ. Fourier,
υπάρχουν σήµατα (π.χ. περιοδικά σήµατα), για τα οποία ο µετασχ. Laplace ∆ΕΝ ΥΠΑΡΧΕΙ, ενώ ο µετασχ. Fourier
ΥΠΑΡΧΕΙ ! :-) (αλλά δεν προκύπτει από απλή σύγκλιση του ολοκληρώµατος).

Οπότε για ενα οποιοδήποτε σήµα

Ο µετασχ. Fourier X(f) µπορεί να υπολογιστεί µέσω του µετασχ. Laplace X(s) ϑέτοντας <{s} = σ = 0,

δηλ. X(2πf) = X(s)
∣∣∣
s=j2πf

, µόνον αν το Πεδίο Σύγκλισης του µετασχ. Laplace περιλαµβάνει το

ϕανταστικό άξονα j2πf .
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Σχήµα 11: Ο µετασχ. Fourier είναι παντού... :-)

5 Ζεύγη και Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Laplace

Οι ιδιότητες του µετασχ. Laplace είναι παρόµοιες µε αυτές των σειρών και του µετασχ. Fourier. Οι κυριότερες
ϐρίσκονται στον πίνακα 1, όπου ξεχωριστά εµφανίζονται µόνο οι ιδιότητες του µονόπλευρου µετασχ. Laplace που είναι
διαφορετικές από αυτές του δίπλευρου.

Ο πίνακας 2 παραθέτει µερικά γνωστά Ϲεύγη µετασχηµατισµών που µπορείτε να χρησιµοποιείτε χωρίς απόδειξη.

6 Μετασχ. Laplace και Συστήµατα

Ο µετασχ. Laplace είναι ένα πολύτιµο εργαλείο για την ανάλυση συστηµάτων. Η ικανότητά του να ερµηνεύει συχνοτικά
πλήθος σηµάτων, σηµαντικά περισσότερων από το µετασχ. Fourier, τον κάνει ιδανικό για τη µελέτη συστηµάτων.

΄Εχουµε δει κάποια πράγµατα για τα συστήµατα σε προηγούµενο κεφάλαιο, και κάποια άλλα σχετικά µε αιτιατότητα
αλλά και µε τα είδη σηµάτων σε προηγούµενη παράγραφο. Τα τελευταία ισχύουν και για τα συστήµατα, αφού κι αυτά
είναι σήµατα και περιγράφονται µε τον ίδιο ακριβώς τρόπο. Υπάρχουν δεξιόπλευρα, αριστερόπλευρα, αµφίπλευρα,
αιτιατά και µη συστήµατα που ορίζονται ακριβώς µε τον ίδιο τρόπο που περιγράφηκε στην Παράγραφο 2. Μάλιστα,
την αιτιατότητα την είχαµε ορίσει και στις πρώτες µας συζητήσεις για συστήµατα, ως την ικανότητα του συστήµατος να
παράγει έξοδο µόνο για τωρινές ή παρελθοντικές τιµές της εισόδου. Αυτή είναι µια σχέση αίτιου-αποτελέσµατος, όπως
πρέπει να καταλαβαίνετε. Αυτό είναι ισοδύναµο µε τον ορισµό της αιτιατότητας που δώσαµε νωρίτερα: h(t) = 0, t < 0.

6.1 Ευστάθεια Συστήµατος

΄Εχετε δει πώς αναλύεται ένα σύστηµα µε ϐάση το µετασχ. Fourier και την Ανάπτυξη σε Μερικά Κλάσµατα. Ακριβώς
όµοια έχουµε και στην περίπτωση του µετασχ. Laplace. Για αιτιατά συστήµατα (h(t) = 0, t < 0), έχουµε

H(s) =
Y (s)

X(s)
=

N∑
k=1

Ak
s− sk

←→ h(t) =
N∑
k=1

Ake
sktε(t), <{s} > max{<{sk}} (46)

µε s− sk = 0⇐⇒ s = sk οι πόλοι του µετασχ. Laplace.
΄Ενα νέο στοιχείο που ϑα εισάγουµε τώρα είναι η έννοια της ευστάθειας, µε όρους µετασχ. Laplace. Θυµίζουµε ότι

ένα σύστηµα λέγεται ευσταθές όταν παράγει ϕραγµένη έξοδο για µια δεδοµένη ϕραγµένη είσοδο. ∆ηλ.

Αν |x(t)| < Mx ⇒ |y(t)| < My (47)

όπου Mx,My πραγµατικοί αριθµοί. Αυτό το γνωρίζετε ήδη από τη ϑεωρία και από προηγούµενες παραγράφους. Ας
δούµε τη σχέση αυτή µε το µετασχ. Laplace:

|y(t)| =
∣∣∣ ∫ ∞
−∞

x(τ)h(t− τ)dτ
∣∣∣ ≤ ∫ ∞

−∞
|x(τ)||h(t− τ)|dτ < Mx

∫ ∞
−∞
|h(t− τ)|dτ (48)
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Ιδιότητες δίπλευρου µετασηµατισµού Laplace

Ιδιότητα Σήµα Μετασχηµ. Laplace ROC

x(t) X(s) Rx

y(t) Y (s) Ry

Γραµµικότητα Ax(t) +By(t) AX(s) +BY (s) R ⊇ Rx ∩Ry

Χρονική µετατόπιηση x(t− t0) X(s)e−st0 Rx

Μετατόπιση στη συχνότητα es0tx(t) X(s− s0) Μετατόπιση του Rx

Συζυγές σήµα στο χρόνο x∗(t) X∗(s∗) Rx

Αντιστροφή στο χρόνο x(−t) X(−s), −Rx

Στάθµιση x(at)
1

|a|
X
(s
a

)
Σταθµισµένο Rx

Συνέλιξη x(t) ∗ y(t) X(s)Y (s) R ⊇ Rx ∩Ry

Παραγώγιση στο χρόνο
dx(t)

dt
sX(s) R ⊇ Rx

n-οστή παραγώγιση στο χρόνο
dnx(t)

dtn
snX(s) R ⊇ Rx

Παραγώγιση στη συχνότητα −tx(t)
dX(s)

ds
Rx

n-οστη παραγώγιση στη συχνότητα tnx(t) (−1)n
dnX(s)

dsn
Rx

Ολοκλήρωση στο χρόνο
∫ t

−∞
x(τ)dτ

X(s)

s
+

1

s

∫ 0−

−∞
x(t)dt R ⊇

(
Rx ∩ {<{s} > 0}

)
Ολοκλήρωση στη συχνότητα

x(t)

t

∫ ∞
s

X(z)dz

Ιδιότητες µονόπλευρου µετασηµατισµού Laplace

Παραγώγιση στο χρόνο
dx(t)

dt
sX(s)− x(0−) R ⊇ Rx

n-οστή παραγώγιση στο χρόνο
dnx(t)

dtn
snX(s)−

n∑
i=1

sn−i
di−1

dti−1
x(t)

∣∣∣
t=0

Rx

Ολοκλήρωση
∫ t

0−
x(τ)dτ

X(s)

s
Rx

Πίνακας 1: Πίνακας Ιδιοτήτων του µετασχ. Laplace

Αυτό σηµαίνει ότι για να είναι ϕραγµένη η έξοδος y(t), ϑα πρέπει να ισχύει ότι∫ ∞
−∞
|h(t− τ)|dτ < Mh <∞ (49)

µε Mh ∈ <, που σηµαίνει ότι το h(t) πρέπει να είναι απολύτως ολοκληρώσιµο. ∆εδοµένου ότι το h(t), για ένα αιτιατό
σύστηµα (χωρίς ϐλάβη της γενικότητας), εκφράζεται, όπως είδαµε, ως αντίστροφος µετασχ. Laplace ως

H(s) =
Y (s)

X(s)
=

N∑
k=1

Ak
s− sk

←→ h(t) =

N∑
k=1

Ake
sktε(t), <{s} > max{<{sk}} (50)
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Χρήσιµα Ϲεύγη µετασηµατισµού Laplace

Σήµα Μετασχηµατισµός Laplace ROC

δ(t) 1 ΄Ολο το s-επίπεδο

cos(2πf0t)ε(t)
s

s2 + (2πf0)2
<{s} > 0

sin(2πf0t)ε(t)
2πf0

s2 + (2πf0)2
<{s} > 0

Arect
(
t
T

)
A
s (esT/2 − e−sT/2) όλο το s-επίπεδο

ε(t)
1

s
<{s} > 0

−ε(−t) 1

s
<{s} < 0

e−a|t|, a > 0
2a

a2 − s2
a > <{s} > −a

e−atε(t)
1

s+ a
<{s} > −<{a}

−e−atε(−t) 1

s+ a
<{s} < −<{a}

tn−1

(n−1)!e
−atε(t)

1

(s+ a)n
<{s} > −<{a}

− tn−1

(n−1)!e
−atε(−t) 1

(s+ a)n
<{s} < −<{a}

e−at cos(2πf0t)ε(t)
s+ a

(s+ a)2 + (2πf0)2
<{s} > −<{a}

e−at sin(2πf0t)ε(t)
2πf0

(s+ a)2 + (2πf0)2
<{s} > −<{a}

Πίνακας 2: Πίνακας Ϲευγών µετασχ. Laplace

όπου sk οι πόλοι του µετασχηµατισµού Laplace, ϑα είναι∫ ∞
−∞
|h(t)|dt ≤

∫ ∞
−∞

N∑
k=1

|Ak||esktε(t)|dt =
N∑
k=1

|Ak|
∫ ∞

0
|eσkt||ej2πft|dt =

N∑
k=1

|Ak|
∫ ∞

0
|eσkt|dt (51)

Καταλήξαµε πλέον ότι για να είναι ϕραγµένη η έξοδος, και άρα το σύστηµα ευσταθές, ϑα πρέπει να ισχύει ότι η e−σkt

είναι απολύτως ολοκληρώσιµη. Αυτό προφανώς συµβαίνει ΜΟΝΟΝ όταν <{sk} = σk < 0! Πότε ισχύει όµως αυτό ;
Φυσικά όταν όλοι οι πόλοι sk του H(s) ϐρίσκονται στο αριστερό ηµιεπίπεδο ! ΄Αρα

΄Ενα αιτιατό σύστηµα είναι ευσταθές - και άρα έχει µετασχ. Fourier - όταν έχει όλους τους πόλους του

στο αριστερό µιγαδικό ηµιεπίπεδο.

Με αντίστοιχη ανάλυση προκύπτει ότι

΄Ενα αντι-αιτιατό σύστηµα είναι ευσταθές - και άρα έχει µετασχ. Fourier - όταν έχει όλους τους πόλους

του στο δεξιό µιγαδικό ηµιεπίπεδο.

Ας ξαναδούµε όµως που καταλήξαµε πριν την αντικατάσταση της h(t). Είδαµε ότι η ευστάθεια ικανοποιείται µόνον
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Σχήµα 12: Προσοχή στην ευστάθεια των συστηµάτων !!

αν ∫ ∞
−∞
|h(t− τ)|dτ <∞⇐⇒

∫ ∞
−∞
|h(t)|dt <∞ (52)

΄Οµως αυτό το ολοκλήρωµα µας ϑυµίζει ακριβώς τη συνθήκη ύπαρξης του Μετασχ. Fourier του h(t)!! ΄Αρα µπορούµε
να πούµε γενικότερα ότι

Κριτήριο ευστάθειας (και άρα ύπαρξης του µετασχ. Fourier) για οποιοδήποτε ΓΧΑ σύστηµα είναι η

συµπερίληψη του ϕανταστικού άξονα j2πf (<{s} = 0) µέσα στο πεδίο σύγκλισης του µετασχ. Laplace

που το περιγράφει.

6.2 Συστήµατα σε Σειρά

Πολλές ϕορές, µας ϐολεύει να ϐάζουµε πολλά συστήµατα σε σειρά µεταξύ τους, δηµιουργώντας ένα µεγαλύτερο σύστηµα
που εκτελεί επεξεργασία στην είσοδό του. ΄Οταν έχουµε τέτοια συστήµατα σε σειρά, όπως στο Σχήµα (13)(a), η έξοδος
του h1(t) περνάει ως είσοδος στο h2(t). Μπορούµε όµως να ϑεωρήσουµε ότι τα συστήµατα αυτά αποτελούν ΕΝΑ
µεγαλύτερο σύστηµα, το οποίο και αποτελεί τη συνέλιξη των επιµέρους συστηµάτων στο πεδίο του χρόνου, όπως στο
Σχήµα (13)(b).
΄Οµως ξέρουµε πολύ καλά ότι η συνέλιξη στο χρόνο γίνεται γινόµενο στη συχνότητα (ή στο χώρο s, των µιγαδικών

συχνοτήτων, του Μετασχ. Laplace). ΄Ετσι, µπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι δυο συστήµατα σε σειρά στο χρόνο ισούνται µε
ΕΝΑ σύστηµα στη συχνότητα, όπου περιγράφεται από το γινόµενο των µετασχηµατισµών τους, όπως στο Σχήµα (14).

6.3 Συστήµατα σε Παραλληλία

΄Αλλες ϕορές, µας ϐολεύει να ϐάζουµε πολλά συστήµατα παράλληλα µεταξύ τους, δηµιουργώντας ένα µεγαλύτερο
σύστηµα που εκτελεί επεξεργασία στην είσοδό του. Σε αυτήν την περίπτωση, όπως στο Σχήµα (15)(a), η αρχική είσοδος
περνάει και στο h1(t) και στο h2(t). Μπορούµε όµως να ϑεωρήσουµε ότι τα συστήµατα αυτά αποτελούν ΕΝΑ µεγαλύτερο
σύστηµα, το οποίο και αποτελεί το άθροισµα των επιµέρους συστηµάτων στο πεδίο του χρόνου, όπως στο Σχήµα (15)(b).
Περνώντας στο χώρο της συχνότητας, ξέρουµε πολύ καλά ότι οι µετασχηµατισµοί που έχουµε ορίσει είναι γραµµικοί.
΄Ετσι, µπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι δυο συστήµατα παράλληλα στο χρόνο ισούνται µε ΕΝΑ σύστηµα στη συχνότητα,
όπου περιγράφεται επίσης από το άθροισµα των µετασχηµατισµών τους, όπως στο Σχήµα (16). Φυσικά υπάρχουν
πολλοί συνδυασµοί συστηµάτων σε σειρά και παράλληλα, αλλά η ϐασική αρχή ανάλυσης ακολουθεί την παραπάνω
περιγραφή που µόλις κάναµε.
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 h1(t)  h2(t)

 h1(t)* h2(t)

(a)

(b)

Σχήµα 13: Συστήµατα σε Σειρά στο χρόνο : (a) ∆υο συστήµατα σε σειρά, (b) Συνολικό σύστηµα

H1(s)  H2(s)

 Η1(s) Η2(s)

(a)

(b)

Σχήµα 14: Συστήµατα σε Σειρά στη συχνότητα: (a) ∆υο συστήµατα σε σειρά, (b) Συνολικό σύστηµα

 h1(t)

 h2(t)

 h1(t)+ h2(t)

(a)

(b)

+

Σχήµα 15: Συστήµατα σε Παραλληλία στο χρόνο : (a) ∆υο συστήµατα σε παραλληλία, (b) Συνολικό σύστηµα

7 Θεωρήµατα αρχικής και τελικής τιµής

Σε κάποιες εφαρµογές είναι επιθυµητό να γνωρίζουµε τις τιµες ενός σήµατος x(t) όταν αυτό τείνει στο 0 και στο ∞,
µέσω του µετασχ. Laplace του. Τα ϑεωρήµατα αρχικής και τελικής τιµής µας ϐοηθούν σε αυτό.

Το ϑεώρηµα της αρχικής τιµής - Θ.Α.Τ. δηλώνει ότι αν το x(t) και η παράγωγός του, dx(t)/dt, έχουν µετασχ. Laplace,
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 H1(s)

 Η2(s)

 Η1(s)+ Η2(s)

(a)

(b)

+

Σχήµα 16: Συστήµατα σε Παραλληλία στη συχνότητα: (a) ∆υο συστήµατα σε παραλληλία, (b) Συνολικό σύστηµα

τότε
x(0+) = lim

s→∞
sX(s) (53)

δεδοµένου ότι το παραπάνω όριο υπάρχει.
Το ϑεώρηµα της τελικής τιµής - Θ.Τ.Τ. δηλώνει ότι αν το x(t) και η παράγωγός του, dx(t)/dt, έχουν µετασχ. Laplace,

τότε
lim
t→∞

x(t) = lim
s→0

sX(s) (54)

δεδοµένου ότι το sX(s) δεν έχει πόλους στο δεξιό µιγαδικό ηµιεπίπεδο ή πάνω στον ϕανταστικό άξονα.
Το Θ.Α.Τ. πρέπει να εφαρµόζεται µόνον αν το X(s) έχει αυστηρά µεγαλύτερη τάξη παρονοµαστή απ΄ ότι αριθµητή,

αλλιώς το όριο δεν υπάρχει, και το ϑεώρηµα δεν εφαρµόζεται.
Αντίστοιχα, το Θ.Τ.Τ. εφαρµόζεται µόνον αν οι πόλοι του sX(s) είναι όλοι στο αριστερό µιγαδικό ηµιεπίπεδο.

Αν υπάρχει πόλος στο ϕανταστικό άξονα, το limt→0 sX(s) δεν υπάρχει, ενώ αν υπάρχει πόλος στο δεξιό µιγαδικό
ηµιεπίπεδο, το limt→∞ x(t) δεν υπάρχει.

8 Η Συνάρτηση Μεταφοράς

Ας ϑεωρήσουµε µια είσοδο της µορφής
x(t) = est = e(σ+j2πf)t (55)

σε ένα ΓΧΑ σύστηµα µε κρουστική απόκριση h(t). Η έξοδος του συστήµατος δίνεται από τη σχέση

y(t) = H{x(t)} = h(t) ∗ x(t) =

∫ ∞
−∞

h(τ)x(t− τ)dτ (56)

Αντικαθιστωντας, έχουµε

y(t) =

∫ ∞
−∞

h(τ)es(t−τ)dτ = est
∫ ∞
−∞

h(τ)e−sτdτ (57)

Ορίζουµε ως Συνάρτηση Μεταφοράς το

H(s) =

∫ ∞
−∞

h(t)e−stdt (58)

που δεν είναι άλλο από το µετασχ. Laplace της κρουστικής απόκρισης του συστήµατος, και έτσι µπορούµε να γράψουµε
οτι

y(t) = H{est} = H(s)est (59)
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Σας ϑυµίζει κάτι ; :-) Βλέπουµε ότι η επίδραση του συστήµατος H(s) επάνω σε µια είσοδο της µορφης est είναι ο
πολλαπλασιασµός της µε τη συνάρτηση µεταφοράς H(s)! Θυµηθείτε οτι ιδιοσυνάρτηση λέγεται το σηµα που περνάει
από το σύστηµα χωρίς καµιά τροποποίηση πλήν του πολλαπλασιασµού του µε µια συνήθως µιγαδική σταθερά, όπως
είδαµε στο µετασχ. Fourier. ΄Ετσι, αναγνωρίζουµε το est ως ιδιοσυνάρτηση του ΓΧΑ συστήµατος και το H(s) ως η
αντίστοιχη ιδιοτιµή.

Τώρα, ας εκφράσουµε την µιγαδική συνάρτηση µεταφοράς H(s) σε πολική µορφή, ως

H(s) = |H(s)|ejφ(s) (60)

όπου |H(s)| και φ(s) είναι το µέτρο και η ϕάση του H(s), αντίστοιχα. Τώρα, ξαναγράφοντας την έξοδο του συστηµατος,
ϑα έχουµε

y(t) = |H(s)|ejφ(s)est (61)

Με χρήση του s = σ + j2πf ϑα έχουµε

y(t) = |H(σ + j2πf)|eσtej(2πft+φ(σ+j2πf))

= |H(σ + j2πf)|eσt cos(2πft+ φ(σ + j2πf)) + j|H(σ + j2πf)|eσt sin(2πft+ φ(σ + j2πf)) (62)

Μπορούµε εδώ να παρατηρήσουµε ότι το σύστηµα, δεδοµένης της εισόδου της µορφης x(t) = est, αλλάζει το πλάτος
της εισόδου κατα παράγοντα |H(σ + j2πf)| και µετατοπίζει τη ϕάση των ηµιτονοειδών συνιστωσών κατά φ(σ + j2πf).
Το σύστηµα δεν αλλάζει τον παράγοντα απόσβεσης - όπως λέγεται - σ, ούτε τη συχνότητα f της εισόδου. Ενδιαφέρον !! :-)

΄Εχουµε ήδη ορίσει ένα όνοµα για το µετασχ. Laplace της κρουστικής απόκρισης ενός ΓΧΑ συστήµατος : συµφω-
νήσαµε να τον λέµε Συνάρτηση Μεταφοράς. Θυµηθείτε ότι η έξοδος ενός ΓΧΑ συστήµατος σχετίζεται µε την είσοδό του
και µε το συστηµα µέσω της συνέλιξης

y(t) = x(t) ∗ h(t) (63)

Αυτή η σχέση µεταφράζεται στο χώρο του µετασχ. Laplace ως

Y (s) = X(s)H(s) (64)

΄Αρα ο µετασχ. Laplace της εξόδου ισούται µε το γινόµενο της συνάρτησης µεταφοράς επί το µετασχ. Laplace της
εισόδου. Με αναδιάταξη της παραπάνω σχέσης, έχουµε

H(s) =
Y (s)

X(s)
(65)

η οποία σχέση µας ϑυµίζει την αντίστοιχη σχέση όταν µελετούσαµε το µετασχ. Fourier:

H(f) =
Y (f)

X(f)
(66)

Αυτό ϕυσικά δε ϑα πρέπει να σας εκπλήσσει. :-) Παρατηρήστε όµως ότι η συνάρτηση µεταφοράς H(s) είναι εν γένει
ϱητή συνάρτηση, δηλ. αποτελείται από ένα λόγο πολυωνύµων του s. Γι-α να λάβουµε περισσότερη πληροφορία για τη
συνάρτηση µεταφοράς, ϑα ηταν πολύ ϐολικό να τη γράψουµε σε µορφή παραγόντων, ως

H(s) = A

∏M
k=1(s− ck)∏N
k=1(s− dk)

(67)

µε A µια σταθερά. Οι αριθµοί ck, dk λέγονται µηδενικά και πόλοι, αντίστοιχα. Οι αριθµοί αυτοί αποτελούν ϱίζες του
αριθµητή και του παρονοµαστή αντίστοιχα. Εν γένει, ονοµάζουµε πολους τα σηµεία του s-επιπέδου που απειρίζουν
το H(s). Αντίστοιχα, ονοµάζουµε µηδενικά τα σηµεία του s-επιπέδου που µηδενίζουν το H(s). Σίγουρα τέτοια σηµεία
είναι οι ϱίζες του παρονοµαστή και οι ϱίζες του αριθµητή αντίστοιχα, δηλ. τα σηµεία ck, dk. ΄Οµως, σε περιπτώσεις
που η τάξη του αριθµητή είναι διαφορετική από του παρονοµαστή, µπορεί να υπάρχουν κι άλλα µηδενικά ή πόλοι. Ας
δούµε µερικά παραδείγµατα.



Εφαρµοσµένα Μαθηµατικά για Μηχανικούς - 2015/16 20

Παράδειγµα 1:
Θεωρήστε την απλή αιτιατή συνάρτηση µεταφοράς

H(s) =
s− 2

s− 3
(68)

µε <{s} > 3, και µε έναν πόλο στο s = 3 και ένα µηδενικό στο s = 2.

Παράδειγµα 2:
Θεωρήστε την απλή αιτιατή συνάρτηση µεταφοράς

H(s) =
s− 2

s2
(69)

µε <{s} > 0, και µε έναν πόλο τάξης 2 στο s = 0 και ένα µηδενικό στο s = 2. ΄Οµως, lims→∞H(s) = 0, άρα υπάρχει
ακόµα ένα µηδενικό στο άπειρο.

Παράδειγµα 3:
Θεωρήστε την απλή αιτιατή συνάρτηση µεταφοράς

H(s) =
(s− 2)(s+ 1)

s− 3
(70)

µε <{s} > 3, και µε έναν πόλο στο s = 3 και ένα µηδενικό στο s = 2 και στο s = −1. ΄Οµως, lims→∞H(s) =∞, άρα
υπάρχει κι ένας ακόµη πόλος στο άπειρο.

Παράδειγµα 4:
Θεωρήστε την απλή αιτιατή συνάρτηση µεταφοράς

H(s) =
1

s
(71)

µε <{s} > 0, και µε έναν πόλο στο s = 0. ΄Οµως, lims→∞H(s) = 0, άρα υπάρχει ένα µηδενικό στο άπειρο.

Τα παραπάνω παραδείγµατα µας προδίδουν ένα γενικό κανόνα: Σε µια ϱητή συνάρτηση µεταφοράς H(s),
υπάρχουν τόσοι πόλοι, οσα και µηδενικά. Αυτό µπορεί να αποδειχθεί εύκολα ως εξής :

΄Εστω µια ϱητή συνάρτηση µεταφοράς H(s) ως

H(s) = A

∏M
k=1(s− ck)∏N
k=1(s− dk)

(72)

Τότε

H(s) = A
sM
∏M
k=1(1− ck

s )

sN
∏N
k=1(1− dk

s )
= AsM−N

∏M
k=1(1− ck

s )∏N
k=1(1− dk

s )
(73)

΄Εστω ότι M > N , άρα συνεπάγεται ότι έχουµε ϑετική δύναµη του s στον όρο µπροστά από το κλάσµα, άρα ϑα έχουµε
M −N πόλους στο άπειρο. Αντίθετα, αν M < N , τότε ο όρος sM−N γράφεται ως 1/sM−N , µε M −N > 0. Σε αυτήν
την περίπτωση, το σύστηµα ϑα έχει M − N µηδενικά στο άπειρο. Τέλος, στην τετριµµένη περίπτωση όπου M = N ,
δεν υπάρχουν πόλοι ή µηδενικά στο άπειρο, και οι πόλοι και τα µηδενικά δίνονται µόνο από τις ϱίζες του πολυωνύµου
του παρονοµαστή και του αριθµητή αντίστοιχα.

8.1 Πόλοι και Μηδενικά στο s-επίπεδο

Θα ήταν ενδιαφέρον να γνωρίζουµε πώς µοιάζουν οι πόλοι και τα µηδενικά στο s-επίπεδο και πως επηρεάζουν τόσο τη
συνάρτηση µεταφοράς όσο και την απόκριση συχνότητας, δηλ. το µετασχ. Fourier της κρουστικής απόκρισης h(t). Ας
επιστρέψουµε στο πρώτο παράδειγµα ϱητής συναρτησης, την

H(s) =
s− 2

s− 3
(74)
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µε <{s} > 3, και µε έναν πόλο στο s = 3 και ένα µηδενικό στο s = 2.
Φυσικά δεν µπορούµε να την αναπαραστήσουµε σχηµατικά, γιατί είναι µιγαδική συνάρτηση. ΄Οµως µπορούµε να

αναπαραστήσουµε το µέτρο της, |H(s)|, κι αυτό ϑα το κάνουµε ϐλέποντας το H(s) ως µια γενική µιγαδική συνάρτηση
που ορίζεται σε όλο το C. ∆είτε το Σχήµα (17). Βλέπετε ότι όταν το γράφηµα παίρνει µεγάλες τιµές (έχει δηλαδή

Σχήµα 17: Το |H(s)|

κορυφές), τότε σε εκείνη τη ϑέση στο s-επίπεδο, υπάρχει πόλος (εδώ, s = 3), ενώ όπου το γράφηµα παίρνει χαµηλές
τιµές (έχει δηλ. ‘‘τρύπες ’’ :-) ), τότε εκεί έχουµε µηδενικά (εδώ s = 2). Στο παράδειγµα αυτο, ο πόλος ϕαίνεται
ξεκάθαρα, αλλά δεν ισχύει το ίδιο και για το µηδενικό. Αυτό µπορούµε να το ϐελτιώσουµε αν αναπαραστήσουµε το
log |H(s)|. Αυτό γίνεται για τρεις λόγους :

1. Η λογαριθµική συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα, οπότε η µονοτονία της |H(s)| διατηρείται.

2. Επίσης, η λογαριθµική συνάρτηση έχει τις εξής ωραίες ιδιότητες :

lim
x→+∞

log x = +∞ (75)

lim
x→0

log x = −∞ (76)

Αυτό σηµαίνει ότι η σχηµατική αναπαράσταση του |H(s)| ϑα πηγαίνει στο +∞ όταν υπάρχει πόλος, ενώ ϑα
πηγαίνει στο −∞ όταν υπάρχει µηδενικό, διευκολύνοντας την οπτική αναγνώριση των πόλων και µηδενικών.
∆είτε το Σχήµα (18).
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Σχήµα 18: Το log |H(s)|

3. Η γνωστή σχέση
Y (s) = X(s)H(s) (77)

συνεπάγεται ότι τα πλάτη των µετασχηµατισµών Laplace σχετίζονται ως

|Y (s)| = |X(s)||H(s)| (78)

Η παραπάνω σχέση σχετίζει πολλαπλασιαστικά το |X(s)| µε το |H(s)|. ∆εν είναι τόσο εύκολο να ϐρούµε διαισθη-
τικά το αποτέλεσµα του γινοµένου δυο συναρτήσεων, εκτός αν είναι πολύ απλές. Η εφαρµογή του λογαρίθµου
µετατρέπει το γινόµενο σε άθροισµα µέσω της σχέσης

log(ab) = log a+ log b (79)

και συγκεκριµένα
log |Y (s)| = log |X(s)|+ log |H(s)| (80)

πράγµα που µας επιτρέπει να ϐρίσκουµε διαισθητικά το αποτέλεσµα του γινοµένου των ϕασµατικών αποκρίσεων,
µια και πρόσθεση δυο γραφικών παραστάσεων είναι πιο εύκολη από τον πολλαπλασιασµό τους.

Είπαµε όµως νωρίτερα ότι µπορούµε µέσω του µετασχ. Laplace, να ϐρούµε το µετασχ. Fourier, αν ϑέσουµε
s = j2πf . Αυτό σηµαίνει ότι εκτιµούµε το H(s) µόνον επάνω στο ϕανταστικό άξονα. ΄Αρα, είναι σαν να παίρνουµε
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µια κατακόρυφη ‘‘φέτα’’ του H(s) πάνω από το ϕανταστικό άξονα, που µας δίνει το H(f). Αν το κάνουµε αυτό σε µια
συνάρτηση µεταφοράς της µορφής

H(s) =
s− 1

s− 4
(81)

και απεικονίσουµε το µέτρο της, ϑα πάρουµε µια διδιάστατη αναπαράσταση, όπως στο Σχήµα (19), όπου - χρηιµο-
ποιώντας ξανά λογαριθµική κλίµακα για ευκολία στη σχεδίαση - ϕαίνεται η ‘‘φέτα’’ του µέτρου του µετασχ. Fourier και
η ‘‘κανονική’’, διδιάστατη αναπαράσταση του log |H(f)|, όπως ϑα τη σχεδιάζαµε στο χαρτί. Η µαθηµατική µορφή του

Σχήµα 19: Εκτιµώντας το µέτρο του Μετασχ. Fourier από το µέτρο του |H(s)|.

|H(f)| δίνεται από τη συνάρτηση µεταφοράς H(s) ως

|H(s)|
∣∣∣
s=j2πf

=
∣∣∣j2πf − 1

j2πf − 4

∣∣∣ =
|j2πf − 1|
|j2πf − 4|

=

√
1 + 4π2f2

16 + 4π2f2
(82)

9 Μετασχ. Laplace και ∆ιαφορικές Εξισώσεις ΓΧΑ Συστηµάτων

Τώρα που έχουµε ένα τόσο δυνατό εργαλείο ανάλυσης σηµάτων και συστηµάτων, µπορούµε να µιλήσουµε ακόµα πιο
γενικά για τα συστήµατα, ϑεωρώντας ότι αυτά περιγράφονται από µια διαφορική εξίσωση. Πράγµατι, πολλά ϕυσικά
και µηχανικά συστήµατα µπορούν να αναχθούν σε διαφορικές εξισώσεις. Για παράδειγµα, τα ηλεκτρικά κυκλώµατα
συνεχούς ή εναλλασσόµενου ϱεύµατος περιγράφονται από διαφορικές εξισώσεις, και η απλοποίηση που συνεπάγεται
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µε την ανάλυσή τους στο χώρο του Laplace είναι σηµαντική. Εν γένει λοιπόν, ο µετασχ. Laplace µας επιτρέπει να
λύνουµε τέτοιες διαφορικές εξισώσεις πολύ εύκολα, µετατρέποντάς τες σε απλές αλγεβρικές.

Πιο συγκεκριµένα, έστω το σύστηµα που περιγράφεται από µια διαφορική εξίσωση µε σταθερούς συντελεστές ak, bk,

N∑
k=0

ak
dk

dtk
y(t) =

M∑
k=0

bk
dk

dtk
x(t) (83)

Αν ϑέσουµε κάποιους περιορισµούς στη διαφορική εξίσωσή µας (τους οποίους ϑα συζητήσουµε σύντοµα), µπορούµε να
υπολογίσουµε την έξοδο για δεδοµένη είσοδο, ενώ µπορούµε να ϐρούµε και τη συνάρτηση µεταφοράς που περιγράφει
το σύστηµα που αναπαριστά η διαφορική εξίσωση. Για παράδειγµα, παραπάνω δείξαµε ότι η είσοδος est είναι µια
ιδιοσυνάρτηση ενός ΓΧΑ συστήµατος, µε την αντίστοιχη ιδιοτιµή ίση µε τη Συνάρτηση Μεταφοράς H(s). Αυτό σηµαίνει
ότι αν x(t) = est, τότε y(t) = H(s)est. Αντικαθιστωντας αυτά στη Σχέση (83), ϑα έχουµε(

N∑
k=0

ak
dk

dtk
est

)
H(s) =

M∑
k=0

bk
dk

dtk
est (84)

Με χρήση της γνωστης σχέσης
dk

dtk
est = skest (85)

ϑα έχουµε

H(s) =

∑M
k=0 bks

k∑N
k=0 aks

k
(86)

Το H(s) είναι µια ϱητή συνάρτηση µεταφοράς, οπως ϐλέπετε. Ο συντελεστής bk του sk στον αριθµητή αντιστοιχεί
στο συντελεστή bk της k-οστης παραγώγου της εισόδου x(t). Ο συντελεστής ak του sk στον παρονοµαστη αντιστοιχεί
στο συντελεστή ak της k-οστης παραγώγου της εξόδου y(t). ΄Αρα, µπορούµε να υπολογίζουµε εύκολα τη Συνάρτηση
Μεταφοράς H(s) ενός συστήµατος που περιγράφεται από διαφορική εξίσωση, και αντίστροφα ϕυσικά.

Παράδειγµα:
Βρειτε τη Συνάρτηση Μεταφοράς του ΓΧΑ συστήµατος που περιγράφεται από τη διαφορική εξίσωση

d2

dt2
y(t) + 3

d

dt
y(t) + 2y(t) = 2

d

dt
x(t)− 3x(t) (87)

Λύση:
Θα είναι (κατ΄ ευθείαν από τη Σχέση (86) )

H(s) =
2s− 3

s2 + 3s+ 2
(88)

Πιο συγκεκριµένα λοιπόν, έστω το σύστηµα που περιγράφεται από µια διαφορική εξίσωση µε σταθερούς συντελεστές
ak, bl,

N∑
k=0

ak
dky(t)

dtk
=

M∑
l=0

bl
dlx(t)

dtl
(89)

Η απ΄ ευθείας επίλυση διαφορικών εξισώσεων είναι εν γένει απαιτητική. Εµείς ενδιαφερόµαστε να µελετήσουµε τις
παρακάτω δυο περιπτώσεις :

1. ΄Οταν µας δίνεται η διαφορική εξίσωση και µια είσοδος x(t), και µας Ϲητείται η έξοδος y(t). Για να είναι η λύση
που ϑα ϐρούµε µοναδική, ϑα πρέπει να µας δωθούν κάποιες αρχικές συνθήκες

2. Αυτές οι αρχικές συνθήκες
2Γιατί αυτό ; Σκεφτείτε την πιο απλή διαφορική εξίσωση που ξέρετε :

f ′(x) = f(x)

Ξέρετε ότι η λύση της είναι
f(x) = ex + c

η οποία δεν είναι µοναδική. Για να την κάνετε τέτοια, ϑα πρέπει να σας δίνεται κάποια συνθήκη για να ϐρείτε το c, π.χ.

f(0) = 1

που οδηγεί σε c = 0.
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χαρακτηρίζουν την έξοδο όταν η είσοδος είναι µηδέν, και δίνονται υπό τη µορφή τιµών της εξόδου και των
παραγώγων της για µια χρονική στιγµή, συνήθως την t = 0. Για να ϐρούµε την έξοδο, χρησιµοποιούµε τη σχέση

dnx(t)

dtn
←→ snX(s)−

n∑
i=1

sn−i
di−1

dti−1
x(t)

∣∣∣
t=0

(90)

από το µονόπλευρο µετασχ. Laplace, για να µετατρέψουµε τη διαφορική εξίσωση σε αλγεβρική.

2. ΄Οταν ϑέλουµε να ϐρούµε τη Συνάρτηση Μεταφοράς H(s) που χαρακτηρίζει το σύστηµα. Τότε, ϑεωρούµε ότι οι
αρχικές συνθήκες είναι µηδενικές και χρησιµοποιούµε τη σχέση

dnx(t)

dtn
←→ snX(s) (91)

για να µετατρέψουµε τη διαφορική εξίσωση σε αλγεβρική.

Σχήµα 20: Εύκολη λύση διαφορικών εξισώσεων µε µετασχ. Laplace!!

Ας δούµε τρία παραδείγµατα πάνω σε όλα όσα είπαµε.

Παράδειγµα 1:
΄Ενα ευσταθές σύστηµα έχει τις παρακάτω εισόδους και εξόδους x(t) και y(t) αντίστοιχα. Χρησιµοποιήστε το µετα-
σχ.Laplace για να ϐρείτε τη Συνάρτηση Μεταφοράς και την κρουστική απόκριση του συστήµατος.

i. x(t) = e−tε(t), y(t) = e−2t cos(t)ε(t)

ii. x(t) = e−2tε(t), y(t) = −2e−tε(t) + 2e−3tε(t)

Λύση:
Είναι

i. Προφανώς

H(s) =
Y (s)

X(s)
(92)

άρα αρκεί να ϐρούµε τα X(s), Y (s). ΄Εχουµε

x(t) = e−tε(t)←→ X(s) =
1

s+ 1
, <{s} > −1 (93)

αφού το σήµα ειναι δεξιόπλευρο. Επίσης

y(t) = e−2t cos(t)ε(t)←→ Y (s) =
s+ 2

(s+ 2)2 + 1
, <{s} > −2 (94)
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και άρα

H(s) =
Y (s)

X(s)
=

s+2
(s+2)2+1

1
s+1

=
(s+ 1)(s+ 2)

(s+ 2)2 + 1
=
s2 + 3s+ 2

s2 + 4s+ 5
(95)

Η τάξη του αριθµητή είναι ίδια µε του παρονοµαστή, άρα πρέπει πρίν κάνουµε Ανάπτυγµα σε Μερικά Κλάσµατα,
να κάνουµε διαίρεση των πολυωνύµων. Κάνοντας διαιρεση πολυωνύµων, ϑα έχουµε

H(s) =
s2 + 3s+ 2

s2 + 4s+ 5
= 1− s+ 3

(s+ 2)2 + 1
(96)

Χµµµ.... εδώ µπορούµε να ακολουθησουµε µια διαφορετική προσέγγιση αντι της Ανάπτυξης σε Μερικά Κλάσµατα.
Βλέπουµε οτι ο παρονοµαστής µας ϑυµίζει δυο πολύ γνωστά Ϲεύγη µετ. Laplace, τα

e−at cos(2πf0t)ε(t)←→
s+ a

(s+ a)2 + (2πf0)2
, <{s} > −<{a} (97)

e−at sin(2πf0t)ε(t)←→
2πf0

(s+ a)2 + (2πf0)2
, <{s} > −<{a} (98)

Οπότε µπορούµε να γράψουµε τον αριθµητή µε τέτοιο τρόπο ώστε να χρησιµοποιήσουµε τους παραπάνω τύπους.
∆ηλ.

H(s) = 1− s+ 3

(s+ 2)2 + 1
= 1− (s+ 2)

(s+ 2)2 + 1
− 1

(s+ 2)2 + 1
(99)

Επίσης, το πεδίο σύγκλισης για αυτά τα δυο σήµατα είναι το <{s} > −2, το οποίο συµφωνεί µε το χαρακτηριστικό
της ευστάθειας του συστήµατος που µας λέει η εκφώνηση, άρα

h(t) = δ(t)− e−2t cos(t)ε(t)− e−2t sin(t)ε(t) (100)

ii. ΄Οµοια, εχουµε

X(s) =
1

s+ 2
, Y (s) =

−2

s+ 1
+

2

s+ 3
(101)

άρα

H(s) =
Y (s)

X(s)
=

−4(s+ 2)

(s+ 1)(s+ 3)
=

A

s+ 1
+

B

s+ 3
(102)

µε

A = H(s)(s+ 1)
∣∣∣
s=−1

=
−4(s+ 2)

(s+ 3)

∣∣∣
s=−1

= −2 (103)

και
B = H(s)(s+ 3)

∣∣∣
s=−3

=
−4(s+ 2)

(s+ 1)

∣∣∣
s=−3

= −2 (104)

και αρα

H(s) =
−2

s+ 1
+
−2

s+ 3
←→ h(t) = −2e−tε(t)− 2e−3tε(t) (105)

που είναι και το Ϲητούµενο.

Παράδειγµα 2:
Να λυθεί η διαφορική εξίσωση:

d2y(t)

dt2
+ 5

dy(t)

dt
+ 6y(t) =

dx(t)

dt
+ x(t) (106)

µε αρχικές συνθήκες y(0−) = 2, y
′
(0−) = 1 και είσοδο x(t) = e−4tε(t).
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Λύση:
Προφανώς ϑα χρησιµοποιήσουµε τον τύπο παραγώγισης µε τις αρχικές συνθήκες. Εφαρµόζοντας το µετασχ. Laplace
και στα δυο µέλη, έχουµε:

L{d
2y(t)

dt2
}+ L{5dy(t)

dt
}+ L{6y(t)} = L{dx(t)

dt
}+ L{x(t)} (107)

s2Y (s)− sy(0−)− y′(0−) + 5sY (s)− 5y(0−) + 6Y (s) = sX(s)− x(0−) +X(s) (108)
s2Y (s)− 2s− 1 + 5sY (s)− 10 + 6Y (s) = sX(s)− 0 +X(s) (109)

Y (s)(s2 + 5s+ 6)− 2s− 11 = X(s)(s+ 1) (110)

Y (s)(s2 + 5s+ 6)− 2s− 11 =
s+ 1

s+ 4
(111)

Y (s)(s2 + 5s+ 6) =
s+ 1

s+ 4
+ 2s+ 11 (112)

Y (s) =
s+1
s+4 + 2s+ 11

s2 + 5s+ 6
(113)

Y (s) =
2s2 + 20s+ 45

(s+ 2)(s+ 3)(s+ 4)
(114)

Μπορούµε να εφαρµόσουµε Ανάπτυγµα σε Μερικά Κλάσµατα, µια και η τάξη του πολυωνύµου του παρονοµαστή είναι
µεγαλύτερη της τάξης του αριθµητή. Οπότε

Y (s) =
2s2 + 20s+ 45

(s+ 2)(s+ 3)(s+ 4)
=

A

s+ 2
+

B

s+ 3
+

C

s+ 4
(115)

µε

A = Y (s)(s+ 2)
∣∣∣
s=−2

=
2s2 + 20s+ 45

(s+ 3)(s+ 4)

∣∣∣
s=−2

=
13

2
(116)

B = Y (s)(s+ 3)
∣∣∣
s=−3

=
2s2 + 20s+ 45

(s+ 2)(s+ 4)

∣∣∣
s=−3

= −3 (117)

C = Y (s)(s+ 4)
∣∣∣
s=−4

=
2s2 + 20s+ 45

(s+ 2)(s+ 3)

∣∣∣
s=−4

= −3

2
(118)

΄Αρα τελικά

Y (s) =
13

2

1

s+ 2
− 3

1

s+ 3
− 3

2

1

s+ 4
(119)

Οπότε πηγαίνοντας πίσω στο χρόνο, ϑα είναι

y(t) =
13

2
e−2tε(t)− 3e−3tε(t)− 3

2
e−4tε(t) (120)

που είναι και το Ϲητούµενο.

Παράδειγµα 3:
΄Εστω οτι ένα αιτιατό σύστηµα H(s) περιγράφεται από τη διαφορική εξίσωση

d2

dt2
y(t)− d

dt
y(t)− 2y(t) = x(t) (121)

1. Υπολογίστε την κρουστική απόκριση h(t) του συστήµατος όταν

i. το σύστηµα είναι ευσταθές
ii. το σύστηµα είναι αιτιατό

2. Βρείτε την έξοδο, y(t), του ευσταθούς συστήµατος, H(s), όταν η είσοδος είναι της µορφής

x(t) = e−2tε(t) (122)
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Λύση:

1. Θεωρούµε αρχικές συνθήκες ίσες µε µηδέν. ΄Αρα ϑα ειναι

d2

dt2
y(t)− d

dt
y(t)− 2y(t) = x(t)←→ (123)

s2Y (s)− sY (s)− 2Y (s) = X(s) (124)
Y (s)(s2 − s− 2) = X(s) (125)

H(s) =
1

s2 − s− 2
(126)

και
H(s) =

1

s2 − s− 2
=

A

s− 2
+

B

s+ 1
µε

A = H(s)(s− 2)
∣∣∣
s=2

=
1

s+ 1

∣∣∣
s=2

=
1

3
(127)

B = H(s)(s+ 1)
∣∣∣
s=−1

=
1

s− 2

∣∣∣
s=−1

= −1

3
(128)

και άρα:

i. Αν το συστηµα είναι ευσταθές, τότε το πεδιο σύγκλισης ϑα είναι το

RH = {−1 < <{s} < 2} = {<{s} > −1} ∩ {<{s} < 2} (129)

΄Αρα

Hευσταθές(s) =
A

s− 2
+

B

s+ 1
=

1

3

1

s− 2
− 1

3

1

s+ 1
←→ (130)

hευσταθές(t) = −1

3
e2tε(−t)− 1

3
e−tε(t) (131)

ii. Αν το σύστηµα είναι αιτιατό, τότε το πεδίο σύγκλισης ϑα είναι το <{s} > 2. ΄Αρα

Hαιτιατό(s) =
A

s− 2
+

B

s+ 1
=

1

3

1

s− 2
− 1

3

1

s+ 1
←→ (132)

hαιτιατό(t) =
1

3
e2tε(t)− 1

3
e−tε(t) (133)

2. Η έξοδος ϑα ειναι της µορφης

Y (s) = H(s)X(s) =
1

(s− 2)(s+ 1)
X(s) =

1

(s− 2)(s+ 1)

1

(s+ 2)
=

A

s− 2
+

B

s+ 1
+

C

s+ 2
(134)

µε

A = Y (s)(s− 2)
∣∣∣
s=2

=
1

(s+ 1(s+ 2))

∣∣∣
s=2

=
1

12
(135)

B = Y (s)(s+ 1)
∣∣∣
s=−1

=
1

(s− 2)(s+ 2)

∣∣∣
s=−1

= −1

3
(136)

C = Y (s)(s+ 2)
∣∣∣
s=−2

=
1

(s− 2)(s+ 1)

∣∣∣
s=−2

=
1

4
(137)

και άρα

Y (s) =
1

12

1

s− 2
− 1

3

1

s+ 1
+

1

4

1

s+ 2
(138)
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Επειδή το σύστηµα έχει πεδίο σύγκλισης

RH = {−1 < <{s} < 2} (139)

και η είσοδος
RX = {<{s} > −2} (140)

η έξοδος ϑα έχει πεδίο σύγκλισης

RY = {−1 < <{s} < 2} = {<{s} > −1} ∩ {<{s} < 2} ∩ {<{s} > −2} (141)

΄Αρα

Y (s) =
1

12

1

s− 2
− 1

3

1

s+ 1
+

1

4

1

s+ 2
←→ (142)

y(t) = − 1

12
e2tε(−t)− 1

3
e−tε(t) +

1

4
e−2tε(t) (143)


