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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Σειρές Fourier

• Ένα περιοδικό πραγματικό σήμα 𝑥 𝑡 με περίοδο 𝑇0
μπορεί να γραφεί ως

𝑥 𝑡 =  

𝑘=−∞

+∞

𝑋𝑘𝑒𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡

η οποία σχέση ονομάζεται εκθετική Σειρά Fourier

• Οι συντελεστές 𝑋𝑘 ονομάζονται συντελεστές Fourier, αποτελούν το εσωτερικό 
γινόμενο σε μια περίοδο μεταξύ του περιοδικού σήματος και των μελών της 
οικογένειας 𝔼, και δίνονται από τη σχέση

𝑋𝑘 =
1

𝑇0
𝑥 𝑡 , 𝑒𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡 =

1

𝑇0
 
𝑇0

𝑥 𝑡 𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡𝑑𝑡 ∈ ℂ

• Η εκθετική σειρά Fourier μπορεί να περιγράψει και μιγαδικά περιοδικά σήματα 

• Οι συντελεστές Fourier προκύπτουν από το παραπάνω εσωτερικό γινόμενο, δηλ. από 
την προβολή του σήματος 𝑥(𝑡) πάνω στις μιγαδικές εκθετικές συναρτήσεις 𝑒𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡

• Το 𝑋𝑘 μας λέει «πόσο» από το εκθετικό 𝑒𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡 υπάρχει μέσα στο σήμα 𝑥(𝑡) ! 
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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Σειρές Fourier

• Για πραγματικά σήματα, οι συντελεστές είναι συζυγώς συμμετρικοί ως προς 𝑘

𝑋−𝑘 = 𝑋𝑘
∗

• Ας το δείξουμε

• Όμως το σήμα στο χρόνο είναι πραγματικό, άρα 𝑥 𝑡 = 𝑥∗(𝑡)

• Από τις σημειωμένες σχέσεις, ισχύει το ζητούμενο.
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𝑋−𝑘 =
1

𝑇0
 
𝑇0

𝑥 𝑡 𝑒−𝑗2𝜋(−𝑘)𝑓0𝑡𝑑𝑡 =
1

𝑇0
 
𝑇0

𝑥 𝑡 𝑒𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡𝑑𝑡

𝑋𝑘
∗ =

1

𝑇0
 
𝑇0

𝑥 𝑡 𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡𝑑𝑡

∗

=
1

𝑇0
 
𝑇0

𝑥 𝑡 𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡𝑑𝑡
∗

=
1

𝑇0
 
𝑇0

𝑥∗ 𝑡 𝑒𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡𝑑𝑡

𝑋𝑘
∗ =

1

𝑇0
 
𝑇0

𝑥 𝑡 𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡𝑑𝑡

∗

=
1

𝑇0
 
𝑇0

𝑥∗ 𝑡 𝑒𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡𝑑𝑡 =
1

𝑇0
 
𝑇0

𝑥 𝑡 𝑒𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡𝑑𝑡

1

2
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• Σειρές Fourier

• Όταν το σήμα είναι πραγματικό, μπορούμε να γράψουμε την τριγωνομετρική Σειρά 
Fourier ως:

𝑥 𝑡 = 𝑋0 +  

𝑘=1

+∞

2 𝑋𝑘 cos(2𝜋𝑘𝑓0𝑡 + 𝜙𝑘)

με 𝑋𝑘 το μέτρο και 𝜙𝑘 τη φάση του 𝑘 −οστού συντελεστή
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𝑥 𝑡 = 𝑋0 +  

𝑘=−∞,𝑘≠0

+∞

𝑋𝑘𝑒𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡 = 𝑋0 +  

𝑘=−∞

−1

𝑋𝑘𝑒𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡 +  

𝑘=1

+∞

𝑋𝑘𝑒𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡

= 𝑋0 +  

𝑘=1

+∞

𝑋−𝑘𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡 +  

𝑘=1

+∞

𝑋𝑘𝑒𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡 = 𝑋0 +  

𝑘=1

+∞

𝑋𝑘
∗𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡 +  

𝑘=1

+∞

𝑋𝑘𝑒𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡

= 𝑋0 +  

𝑘=1

+∞

𝑋𝑘 𝑒−𝑗𝜙𝑘𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡 +  

𝑘=1

+∞

𝑋𝑘 𝑒𝑗𝜙𝑘𝑒𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡

= 𝑋0 +  

𝑘=1

+∞

𝑋𝑘 𝑒−𝑗𝜙𝑘𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡 + 𝑋𝑘 𝑒𝑗𝜙𝑘𝑒𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡

𝑋𝑘
∗ = 𝑋𝑘 𝑒−𝑗𝜙𝑘

𝑋𝑘 = 𝑋𝑘 𝑒𝑗𝜙𝑘

𝑋−𝑘 = 𝑋𝑘
∗
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• Σειρές Fourier

• Προσοχή: η παραπάνω σχέση ισχύει μόνο για πραγματικά σήματα
• … και πολλές φορές στην πράξη δεν είναι απλό (ή και «κομψό») να εξαχθεί από την 

εκθετική Σειρά Fourier

• Τώρα, το 2 𝑋𝑘 μας λέει «πόσο» από το συνημίτονο cos 2𝜋𝑘𝑓0𝑡 + 𝜙𝑘 υπάρχει μέσα στο 
σήμα 𝑥(𝑡), και με πόση αρχική φάση 𝜙𝑘 ! 
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= 𝑋0 +  

𝑘=1

+∞

𝑋𝑘 𝑒−𝑗𝜙𝑘𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡 + 𝑋𝑘 𝑒𝑗𝜙𝑘𝑒𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡

= 𝑋0 +  

𝑘=1

+∞

|𝑋𝑘| 𝑒−𝑗𝜙𝑘𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡 + 𝑒𝑗𝜙𝑘𝑒𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡

= 𝑋0 +  

𝑘=1

+∞

|𝑋𝑘| 𝑒−𝑗 2𝜋𝑘𝑓0𝑡+𝜙𝑘 + 𝑒𝑗(2𝜋𝑘𝑓0𝑡+𝜙𝑘)

= 𝑋0 +  

𝑘=1

+∞

2 𝑋𝑘 cos(2𝜋𝑘𝑓0𝑡 + 𝜙𝑘)

𝑒𝑗𝜃 + 𝑒−𝑗𝜃 = 2 cos 𝜃



• Σειρές Fourier

• Η τριγωνομετρική Σειρά Fourier αναλύει ένα πραγματικό περιοδικό σήμα με 

περίοδο 𝑇0 =
1

𝑓0
σε απείρου – εν γένει – πλήθους ημιτονοειδή με συχνότητες 𝒌𝒇𝟎

• Η εκθετική Σειρά όμως, αναλύει ένα οποιοδήποτέ ∗ περιοδικό σήμα (πραγματικό ή 

μη) με περίοδο 𝑇0 =
1

𝑓0
σε απείρου – εν γένει – πλήθους μιγαδικά εκθετικά σήματα 

με συχνότητες 𝒌𝒇𝟎, 𝒌 ∈ ℤ

• Σημειώστε ότι η τιμή του συντελεστή για 𝑘 = 0 υπολογίζεται συνήθως ξεχωριστά 
ως

𝑋0 =
1

𝑇0
 
𝑇0

𝑥 𝑡 𝑑𝑡
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• Παράδειγμα: 

o Αναπτύξτε σε εκθετική και τριγωνομετρική Σειρά Fourier το σήμα που περιγράφεται σε 
μια περίοδό του ως

𝑥𝑇0
𝑡 =

𝐴, 0 ≤ 𝑡 <
𝑇0

2

−𝐴,
𝑇0

2
< 𝑡 < 𝑇0

και σχεδιάστε το φάσμα πλάτους και φάσης
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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Παράδειγμα: 
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𝑒±𝑗2𝜋𝑘 = 𝑒±𝑗2𝜋 𝑘
= 1𝑘 = 1

𝑓0𝑇0 = 1



Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Παράδειγμα: 
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𝑒±𝑗𝜋𝑘 = 𝑒±𝑗𝜋 𝑘
= cos 𝜋𝑘 = −1 𝑘

1

𝑗
= −𝑗 = 𝑒−𝑗

𝜋
2
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• Παράδειγμα: 
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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Παράδειγμα:

• Προτιμούμε να αναπαριστούμε τον οριζόντιο άξονα σε «διακριτές συχνότητες 𝒌𝒇𝟎» 
αντί ως ένα συνεχή άξονα του 𝑓, όπως κάναμε στα αρχικά παραδείγματα
• Χρησιμοποιούμε το δείκτη 𝒌 της θεμελιώδους συχνότητας για βαθμονόμηση του άξονα

• Οι συχνότητες ονομάζονται αρμονικές
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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Παράδειγμα:
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2𝐴

𝜋
𝑒−𝑗

𝜋
2𝑒𝑗2𝜋1𝑓0𝑡

2𝐴

𝜋
𝑒𝑗

𝜋
2𝑒𝑗2𝜋(−1)𝑓0𝑡

2𝐴

7𝜋
𝑒−𝑗

𝜋
2𝑒𝑗2𝜋7𝑓0𝑡

2𝐴

7𝜋
𝑒𝑗

𝜋
2𝑒𝑗2𝜋(−7)𝑓0𝑡

𝑥 𝑡 =
𝟒𝐀

𝝅
𝐜𝐨𝐬 𝟐𝝅𝒇𝟎𝒕 −

𝝅

𝟐
+

𝟒𝐀

𝟕𝝅
𝐜𝐨𝐬 𝟐𝝅𝟕𝒇𝟎𝒕 −

𝝅

𝟐
+ …

𝑒𝑗𝜃 + 𝑒−𝑗𝜃 = 2 cos 𝜃



Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Σειρές Fourier

• Python code
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𝑘=−41

𝑘 𝜋𝜀𝜌𝜄𝜏𝜏ό

41

𝑋𝑘 𝑒𝑗
2𝜋𝑘
3

𝑡



Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Σειρές Fourier
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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Σειρές Fourier

• Φαινόμενο Gibbs
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• Σειρές Fourier

• Φαινόμενο Gibbs

• Το φαινόμενο αυτό συμβαίνει λόγω των ασυνεχειών του αρχικού σήματος -
και μόνο παρουσία αυτών - ακόμα κι αν πράγματι η ενέργεια του σφάλματος 
𝐸𝑒 σε μια περίοδο τείνει στο μηδέν! 

• Συγκεκριμένα, ο Gibbs έδειξε ότι η Σειρά Fourier συγκλίνει στην πραγματική 
τιμή του περιοδικού σήματος σε κάθε σημείο…
• …εκτός από τα σημεία ασυνέχειας, όπου συγκλίνει στη μέση τιμή των τιμών του 

περιοδικού σήματος 𝑥(𝑡) εκατέρωθεν του σημείου ασυνέχειας 𝑡0:

𝑥 𝑡0
− + 𝑥 𝑡0

+

2

• Η Σειρά Fourier περιοδικών σημάτων χωρίς ασυνέχειες λέγεται ότι συγκλίνει 
ομοιόμορφα σε όλα τα σημεία της περιόδου του περιοδικού σήματος

• Ο τρόπος εύρεσης των συντελεστών Fourier επιτρέπει στην ενέργεια 
σφάλματος να τείνει στο μηδέν όσο αυξάνει το πλήθος των ημιτόνων, και 
ταυτόχρονα να υπάρχουν σημεία όπου η διαφορά της Σειράς Fourier με το 
περιοδικό σήμα να μην είναι μηδενική (μη ομοιόμορφη σύγκλιση)
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• Παράδειγμα:

o Υπολογίστε τη Σειρά Fourier του περιοδικού σήματος

𝑥 𝑡 =  

𝑘=−∞

+∞

𝛿(𝑡 − 𝑘𝑇0)
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−∞

+∞

𝛿 𝑡 ± 𝑡0 𝑓 𝑡 𝑑𝑡 = 𝑓 ∓𝑡0
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• Παράδειγμα:
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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Σειρές Fourier

• Python code
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𝑘=−𝑁

𝑁
1

2
𝑒𝑗𝜋𝑘𝑡
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• «Γνωστές» Σειρές Fourier

• Ας υποθέσουμε ότι γνωρίζουμε τις παρακάτω σειρές Fourier, τις οποίες θα 
χρησιμοποιήσουμε στις ιδιότητες που ακολουθούν
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𝑋𝑘 =
𝐴

𝑘𝜋
−1 𝑘𝑒

𝑗𝜋
2

𝑋𝑘 =
1

𝑇0
, ∀ 𝑘

𝑋𝑘 =
𝐴

2𝑘𝜋
1 − (−1 𝑘)𝑒−

𝑗𝜋
2

𝑋𝑘 =
𝐴

𝑘𝜋
1 − (−1 𝑘)𝑒−

𝑗𝜋
2
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• Ιδιότητες
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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Ιδιότητες
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Απόδειξη:

𝑧 𝑡 = 𝐴𝑥 𝑡 + 𝐵𝑦 𝑡 → 𝑍𝑘 =?

𝑍𝑘 =
1

𝑇0
 𝑧 𝑡 𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡𝑑𝑡 =

1

𝑇0
 𝐴𝑥 𝑡 + 𝐵𝑦 𝑡 𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡𝑑𝑡

=
1

𝑇0
 𝐴𝑥 𝑡 𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡𝑑𝑡 +

1

𝑇0
 𝐵𝑦(𝑡)𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡𝑑𝑡

= 𝐴
1

𝑇0
 𝑥 𝑡 𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡𝑑𝑡 + 𝐵

1

𝑇0
 𝑦(𝑡)𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡𝑑𝑡

= 𝐴𝑋𝑘 + 𝐵𝑌𝑘
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• Ιδιότητες
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𝑍𝑘 =?

𝑍𝑘 = 𝑋2𝑘 + 𝑋3𝑘

𝑋3𝑘 =
1

𝜋𝑘
−1 𝑘𝑒

𝑗𝜋
2

𝑋2𝑘 =
1

2𝜋𝑘
(1 − −1 𝑘)𝑒−

𝑗𝜋
2
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Απόδειξη:

𝑧 𝑡 = 𝑥(𝑡 − 𝑡0) → 𝑍𝑘 =?

 
𝑍𝑘 =

1

𝑇0
 𝑥 𝑡 − 𝑡0 𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡𝑑𝑡

𝑢 = 𝑡 − 𝑡0 ⇒ 𝑑𝑢 = 𝑑𝑡

=
1

𝑇0
 𝑥 𝑢 𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0(𝑢+𝑡0)𝑑𝑢

=
1

𝑇0
 𝑥 𝑢 𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑢𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡0𝑑𝑢

= 𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡0
1

𝑇0
 𝑥 𝑢 𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑢𝑑𝑢

= 𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡0𝑋𝑘
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Απόδειξη:

𝑧 𝑡 = 𝑥(−𝑡) → 𝑍𝑘 =?

𝑍𝑘 =
1

𝑇0
 

0

𝑇0

𝑥 −𝑡 𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡𝑑𝑡

𝑢 = −𝑡 ⇒ 𝑑𝑢 = −𝑑𝑡
𝑢1 = 0, 𝑢2 = −𝑇0

= −
1

𝑇0
 

0

−𝑇0

𝑥 𝑢 𝑒𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑢𝑑𝑢

=
1

𝑇0
 

−𝑇0

0

𝑥 𝑢 𝑒𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑢𝑑𝑢

=
1

𝑇0
 

−𝑇0

0

𝑥 𝑢 𝑒−𝑗2𝜋(−𝑘)𝑓0𝑢𝑑𝑢

= 𝑋−𝑘
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Απόδειξη:

𝑧 𝑡 = 𝑥 𝑎𝑡 , 𝑎 > 0 → 𝑍𝑘 =?

 𝑍𝑘 =
1

𝑇0/𝑎
 

0

𝑇0/𝑎

𝑥 𝑎𝑡 𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑎𝑓0𝑡𝑑𝑡

𝑢 = 𝑎𝑡 ⇒ 𝑑𝑢 = 𝑎𝑑𝑡

=
1

𝑇0
 

0

𝑇0

𝑥 𝑢 𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑢𝑑𝑢 = 𝑋𝑘

𝑥𝑇0
𝑡 =

𝑡, 0 < 𝑡 <
𝑇0

2

0,
𝑇0

2
< 𝑡 < 𝑇0

⇒ 𝑥𝑇0
𝑎𝑡 =

𝑎𝑡, 0 < 𝑎𝑡 <
𝑇0

2

0,
𝑇0

2
< 𝑎𝑡 < 𝑇0

=
𝑎𝑡, 0 < 𝑡 <

𝑇0

2𝑎

0,
𝑇0

2𝑎
< 𝑡 <

𝑇0

𝑎

Π.χ.
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Απόδειξη:

𝑧 𝑡 =
𝑑

𝑑𝑡
𝑥(𝑡) → 𝑍𝑘 =?

𝑍𝑘 =
1

𝑇0
 

0

𝑇0
𝑑𝑥 𝑡

𝑑𝑡
𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡𝑑𝑡 =

1

𝑇0
𝑥 𝑡 𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡  

0

𝑇0
−

1

𝑇0
 

0

𝑇0

𝑥 𝑡
𝑑

𝑑𝑡
𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡𝑑𝑡

=
1

𝑇0
𝑥 𝑡 𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡  

0

𝑇0
−

1

𝑇0
 

0

𝑇0

𝑥 𝑡 (−𝑗2𝜋𝑘𝑓0)𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡𝑑𝑡

=
1

𝑇0
𝑥 𝑡 𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡  

0

𝑇0
+ 𝑗2𝜋𝑘𝑓0

1

𝑇0
 

0

𝑇0

𝑥 𝑡 𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡𝑑𝑡

=
1

𝑇0
𝑥 𝑡 𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡  

0

𝑇0
+ 𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑋𝑘 =

1

𝑇0
𝑥 0 − 𝑥 𝑇0 + 𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑋𝑘 = 𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑋𝑘

0
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𝑑

𝑑𝑡
𝑥(𝑡)
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𝑃𝑥 =
1

𝑇0
 

0

𝑇0

𝑥 𝑡 2𝑑𝑡 =
1

𝑇0
 

0

𝑇0

𝑥 𝑡 𝑥∗(𝑡)𝑑𝑡 =
1

𝑇0
 

0

𝑇0

 

𝑘=−∞

+∞

𝑋𝑘𝑒𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡  

𝑙=−∞

+∞

𝑋𝑙
∗𝑒−𝑗2𝜋𝑙𝑓0𝑡 𝑑𝑡

Απόδειξη:

=
1

𝑇0
 

0

𝑇0

 

𝑘=−∞

+∞

𝑋𝑘𝑋𝑘
∗ +  

𝑘=−∞
𝑘≠𝑙

+∞

𝑋𝑘𝑋𝑙
∗𝑒𝑗2𝜋 𝑘−𝑙 𝑓0𝑡 𝑑𝑡

=
1

𝑇0
 

𝑘=−∞

+∞

𝑋𝑘𝑋𝑘
∗  

0

𝑇0

𝑑𝑡 +
1

𝑇0
 

𝑘=−∞
𝑘≠𝑙

+∞

𝑋𝑘𝑋𝑙
∗  

0

𝑇0

𝑒𝑗2𝜋 𝑘−𝑙 𝑓0𝑡𝑑𝑡

=  

𝑘=−∞

+∞

𝑋𝑘
2 +

1

𝑇0
 

𝑘=−∞
𝑘≠𝑙

+∞

𝑋𝑘𝑋𝑙
∗  

0

𝑇0

𝑒𝑗2𝜋 𝑘−𝑙 𝑓0𝑡𝑑𝑡 =  

𝑘=−∞

+∞

𝑋𝑘
2

0 [ορθογωνιότητα]

𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 𝑏1 + 𝑏2 + 𝑏3

= 𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 + 𝑎3𝑏3 +  𝑟𝑒𝑠𝑡

=  𝑎𝑖𝑏𝑖 +  𝑟𝑒𝑠𝑡
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• Έστω το αναπτυγμένο σε σειρά Fourier πραγματικό σήμα 

𝑥 𝑡 =
1

2
+  

𝑘=−∞,
𝑘≠0

+∞
2

𝑗𝜋𝑘
𝑒𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡

α) Πόση είναι η μέση ισχύς του?

β) Δείξτε ότι το ποσοστό της συνολικής μέσης ισχύος που είναι κατανεμημένο στους 
4 πρώτους όρους της τριγωνομετρικής σειράς Fourier (μαζί με το σταθερό όρο) είναι 

~85%.
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𝑋−𝑘 = 𝑋𝑘
∗ ⇒ 𝑋𝑘 = |𝑋−𝑘

∗ |
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𝑘=1

+∞
1

𝑘2
=

𝜋2

6
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