
ΗΥ215 - Εφαρμοσμένα 
Μαθηματικά για Μηχανικούς

ΔΙΑΛΕΞΗ 8Η

• Μετασχηματισμός Fourier - Ιδιότητες



 Μετασχηματισμός Laplace

 Συστήματα στο χώρο του Laplace

 Συσχετίσεις και Φασματικές 
Πυκνότητες

 Τυχαία Σήματα

 Δειγματοληψία

2ο Κομμάτι

 Μιγαδικοί αριθμοί

 Σήματα - Συστήματα

 Διαφορικές Εξισώσεις ως 
Συστήματα

 Σειρές Fourier

 Μετασχηματισμός Fourier

1ο Κομμάτι

Τι περιέχει το ΗΥ215?



Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Ιδιότητες Σειρών Fourier

HY215 - Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς Πανεπιστήμιο Κρήτης, Τμήμα Επιστήμης Υπολογιστών



Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Ιδιότητες Μετασχηματισμού Fourier

HY215 - Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς Πανεπιστήμιο Κρήτης, Τμήμα Επιστήμης Υπολογιστών



Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Ιδιότητες Μετασχηματισμού Fourier

Απόδειξη:

HY215 - Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς Πανεπιστήμιο Κρήτης, Τμήμα Επιστήμης Υπολογιστών

𝑧 𝑡 = 𝐴𝑥 𝑡 + 𝐵𝑦 𝑡 → 𝑍(𝑓) =?

𝑍(𝑓) =  𝑧 𝑡 𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝑡𝑑𝑡 =  𝐴𝑥 𝑡 + 𝐵𝑦 𝑡 𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝑡𝑑𝑡

=  𝐴𝑥 𝑡 𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝑡𝑑𝑡 +  𝐵𝑦(𝑡)𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝑡𝑑𝑡

= 𝐴  𝑥 𝑡 𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝑡𝑑𝑡 + 𝐵  𝑦(𝑡)𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝑡𝑑𝑡

= 𝐴𝑋(𝑓) + 𝐵𝑌(𝑓)



Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Ιδιότητες Μετασχηματισμού Fourier

o Υπολογίστε το μετασχ. Fourier του σήματος 𝑥 𝑡 = 𝑒−𝑎|𝑡|, 𝑎 > 0, ∀𝑡

HY215 - Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς Πανεπιστήμιο Κρήτης, Τμήμα Επιστήμης Υπολογιστών



Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Ιδιότητες Μετασχηματισμού Fourier
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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Ιδιότητες Μετασχηματισμού Fourier

Απόδειξη:

HY215 - Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς Πανεπιστήμιο Κρήτης, Τμήμα Επιστήμης Υπολογιστών

𝑧 𝑡 = 𝑥(𝑡 − 𝑡0) → 𝑍(𝑓) =?

 
𝑍(𝑓) =  𝑥 𝑡 − 𝑡0 𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝑡𝑑𝑡

𝑢 = 𝑡 − 𝑡0 ⇒ 𝑑𝑢 = 𝑑𝑡

=  𝑥 𝑢 𝑒−𝑗2𝜋𝑓(𝑢+𝑡0)𝑑𝑢

=  𝑥 𝑢 𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝑢𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝑡0𝑑𝑢

= 𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝑡0  𝑥 𝑢 𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝑢𝑑𝑢

= 𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝑡0𝑋(𝑓)



Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Ιδιότητες Μετασχηματισμού Fourier

HY215 - Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς Πανεπιστήμιο Κρήτης, Τμήμα Επιστήμης Υπολογιστών



Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Ιδιότητες Μετασχηματισμού Fourier

Απόδειξη:

HY215 - Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς Πανεπιστήμιο Κρήτης, Τμήμα Επιστήμης Υπολογιστών

𝑧 𝑡 = 𝑒𝑗2𝜋𝑓0𝑡𝑥(𝑡) → 𝑍(𝑓) =?

𝑍(𝑓) =  

−∞

+∞

𝑒𝑗2𝜋𝑓0𝑡𝑥(𝑡)𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝑡𝑑𝑡 =  

−∞

+∞

𝑥 𝑡 𝑒−𝑗2𝜋 𝑓−𝑓0 𝑡𝑑𝑡

= 𝑋(𝑓 − 𝑓0)

Σημείωση: η συχνότητα 𝑓0 δεν έχει να κάνει με τη θεμελιώδη συχνότητα ενός περιοδικού 
σήματος. Είναι απλά μια τυχαία συχνότητα.



Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Ιδιότητες Μετασχηματισμού Fourier

o Υπολογίστε το μετασχ. Fourier του σήματος 𝑦 𝑡 = 2𝑥 𝑡 cos(2𝜋𝑓 𝑡)

HY215 - Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς Πανεπιστήμιο Κρήτης, Τμήμα Επιστήμης Υπολογιστών



Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Ιδιότητες Μετασχηματισμού Fourier

Απόδειξη:

Έστω 𝑎 > 0:

Όμοια είναι η απόδειξη για 𝑎 < 0.
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𝑧 𝑡 = 𝑥 𝑎𝑡 , 𝑎 ∈ ℜ → 𝑍(𝑓) =?

 𝑍(𝑓) =  

−∞

+∞

𝑥 𝑎𝑡 𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝑡𝑑𝑡

𝑢 = 𝑎𝑡 ⇒ 𝑑𝑢 = 𝑎𝑑𝑡

=
1

𝑎
 

−∞

+∞

𝑥 𝑢 𝑒
−𝑗2𝜋

𝑓
𝑎

𝑢
𝑑𝑢 =

1

𝑎
𝑋

𝑓

𝑎



Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Ιδιότητες Μετασχηματισμού Fourier
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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Ιδιότητες Μετασχηματισμού Fourier

Απόδειξη:

HY215 - Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς Πανεπιστήμιο Κρήτης, Τμήμα Επιστήμης Υπολογιστών

𝑧 𝑡 = 𝑥 𝑡 ∗ 𝑦(𝑡) → 𝑍(𝑓) =?

𝑍 𝑓 =  

−∞

+∞

𝑥 𝑡 ∗ 𝑦 𝑡 𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝑡𝑑𝑡 =  

−∞

+∞

 

−∞

+∞

𝑥 𝜏 𝑦 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏 𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝑡𝑑𝑡

=  

−∞

+∞

𝑥 𝜏  

−∞

+∞

𝑦 𝑡 − 𝜏 𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝑡𝑑𝑡 𝑑𝜏 =  

−∞

+∞

𝑥 𝜏 𝑌 𝑓 𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝜏 𝑑𝜏

= 𝑌 𝑓  

−∞

+∞

𝑥 𝜏 𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝜏 𝑑𝜏 = 𝑌 𝑓 𝑋(𝑓)



Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Ιδιότητες Μετασχηματισμού Fourier

o Υπολογίστε την έξοδο του ΓΧΑ συστήματος με κρουστική απόκριση ℎ 𝑡 =
𝑒−2𝑡𝑢(𝑡) για είσοδο 𝑥 𝑡 = 𝑒−𝑡𝑢(𝑡)
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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Ιδιότητες Μετασχηματισμού Fourier

HY215 - Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς Πανεπιστήμιο Κρήτης, Τμήμα Επιστήμης Υπολογιστών



Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Ιδιότητες Μετασχηματισμού Fourier

Απόδειξη:

Ξέρουμε ότι

Αν αλλάξουμε μεταξύ τους τις μεταβλητές 𝑢 ⟷ 𝑓, τότε

Άρα 

HY215 - Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς Πανεπιστήμιο Κρήτης, Τμήμα Επιστήμης Υπολογιστών

 𝑥(𝑡) =  

−∞

+∞

𝑋(𝑓)𝑒𝑗2𝜋𝑓𝑡𝑑𝑓

𝑢 = −𝑡 ⇒ 𝑑𝑢 = −𝑑𝑡

⇒ 𝑥 −𝑢 =  

−∞

+∞

𝑋(𝑓)𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝑢𝑑𝑓

𝑥 −𝑓 =  

−∞

+∞

𝑋(𝑢)𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝑢𝑑𝑢 =  

−∞

+∞

𝑋(𝑡)𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝑡𝑑𝑡 = 𝐹 𝑋 𝑡

𝑋(𝑡) ⟷ 𝑥(−𝑓)



Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Ιδιότητες Μετασχηματισμού Fourier

HY215 - Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς Πανεπιστήμιο Κρήτης, Τμήμα Επιστήμης Υπολογιστών

𝑥 𝑡 = rect(𝑡)

 𝑋 𝑓 = rect −𝑓 = rect(𝑓)

Άλλο παράδειγμα:

Παράδειγμα:



Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Ιδιότητες Μετασχηματισμού Fourier

Απόδειξη:

HY215 - Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς Πανεπιστήμιο Κρήτης, Τμήμα Επιστήμης Υπολογιστών

𝑧 𝑡 = 𝑥 𝑡 𝑦(𝑡) → 𝑍(𝑓) =?

𝑍 𝑓 =  

−∞

+∞

𝑥 𝑡 𝑦 𝑡 𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝑡𝑑𝑡 =  

−∞

+∞

 

−∞

+∞

𝑋 𝑢 𝑒𝑗2𝜋𝑢𝑡𝑑𝑢 𝑦(𝑡)𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝑡𝑑𝑡

=  

−∞

+∞

𝑋 𝑢  

−∞

+∞

𝑦 𝑡 𝑒−𝑗2𝜋 𝑓−𝑢 𝑡𝑑𝑡 𝑑𝑢 =  

−∞

+∞

𝑋(𝑢)𝑌 𝑓 − 𝑢 𝑑𝑢

= 𝑋 𝑓 ∗ 𝑌(𝑓)



Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Ιδιότητες Μετασχηματισμού Fourier

o Υπολογίστε το μετασχ. Fourier του σήματος 

𝑥 𝑡 = 2rect
𝑡

𝑇
cos(2𝜋𝑓0𝑡)

HY215 - Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς Πανεπιστήμιο Κρήτης, Τμήμα Επιστήμης Υπολογιστών

𝑒∓𝑗2𝜋𝑓0𝑡 ⟷ 𝛿 𝑓 ± 𝑓0

𝑥 𝑡 ∗ 𝛿 𝑡 − 𝑡0 = 𝑥 𝑡 − 𝑡0



Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Ιδιότητες Μετασχηματισμού Fourier – Εναλλακτική λύση

o Υπολογίστε το μετασχ. Fourier του σήματος 

𝑥 𝑡 = 2rect
𝑡

𝑇
cos(2𝜋𝑓0𝑡)
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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Ιδιότητες Μετασχηματισμού Fourier

HY215 - Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς Πανεπιστήμιο Κρήτης, Τμήμα Επιστήμης Υπολογιστών

Φάσμα 
παραθυροποιημένου

ημίτονου

Θα δούμε αργότερα ότι
𝑥 𝑡 = cos 2𝜋𝑓0𝑡 , −∞ < 𝑡 < +∞

↕

𝑋 𝑓 =
1

2
𝛿 𝑓 − 𝑓0 +

1

2
𝛿 𝑓 + 𝑓0

Φάσμα ημιτόνου άπειρης
διάρκειας

rect
𝑡 − 0.001

0.002



Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Ιδιότητες Μετασχηματισμού Fourier

Απόδειξη:

HY215 - Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς Πανεπιστήμιο Κρήτης, Τμήμα Επιστήμης Υπολογιστών

𝑧 𝑡 =
𝑑

𝑑𝑡
𝑥(𝑡) → 𝑍(𝑓) =?

𝑍(𝑓) =  

−∞

+∞
𝑑𝑥 𝑡

𝑑𝑡
𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝑡𝑑𝑡 = 𝑥 𝑡 𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝑡  

−∞

+∞
−  

−∞

+∞

𝑥 𝑡
𝑑

𝑑𝑡
𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝑡𝑑𝑡

= 𝑥 𝑡 𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝑡  
−∞

+∞
−  

−∞

+∞

𝑥 𝑡 (−𝑗2𝜋𝑓)𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝑡𝑑𝑡

= 𝑥 𝑡 𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝑡  
−∞

+∞
+ 𝑗2𝜋𝑓  

−∞

+∞

𝑥 𝑡 𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝑡𝑑𝑡

= 𝒙 𝒕 𝒆−𝒋𝟐𝝅𝒇𝒕  
−∞

+∞
+ 𝑗2𝜋𝑓𝑋(𝑓)

= 𝟎 + 𝑗2𝜋𝑓𝑋(𝑓) = 𝑗2𝜋𝑓𝑋(𝑓)

𝑥 ±∞ = 0



Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Ιδιότητες Μετασχηματισμού Fourier

o Υπολογίστε το μετασχ. Fourier του τριγωνικού παλμού 𝑥 𝑡 = 𝐴tri
𝑡

𝑇

HY215 - Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς Πανεπιστήμιο Κρήτης, Τμήμα Επιστήμης Υπολογιστών



Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Ιδιότητες Μετασχηματισμού Fourier
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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Ιδιότητες Μετασχηματισμού Fourier – Εναλλακτική λύση

o Υπολογίστε το μετασχ. Fourier του τριγωνικού παλμού 𝑥 𝑡 = 𝐴tri
𝑡

𝑇
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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Ιδιότητες Μετασχηματισμού Fourier – Εναλλακτική λύση

HY215 - Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς Πανεπιστήμιο Κρήτης, Τμήμα Επιστήμης Υπολογιστών

2sin2(𝑥) = 1 − cos(2x)

𝛿(𝑡 ± 𝑡0) ⟷ 𝑒±𝑗2𝜋𝑓𝑡0



Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Ιδιότητες Μετασχηματισμού Fourier – Εναλλακτική λύση

HY215 - Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς Πανεπιστήμιο Κρήτης, Τμήμα Επιστήμης Υπολογιστών



Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Ιδιότητες Μετασχηματισμού Fourier

Απόδειξη:

HY215 - Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς Πανεπιστήμιο Κρήτης, Τμήμα Επιστήμης Υπολογιστών

𝐸𝑥 =  

−∞

+∞

𝑥 𝑡 2𝑑𝑡 =  

−∞

+∞

𝒙 𝒕 𝒙∗(𝒕)𝑑𝑡 =  

−∞

+∞

 

−∞

+∞

𝑋(𝑓)𝑒𝑗2𝜋𝑓𝑡𝑑𝑓  

−∞

+∞

𝑋∗(𝑢)𝑒−𝑗2𝜋𝑢𝑡𝑑𝑢 𝑑𝑡

=  

−∞

+∞

𝑋(𝑓) 2𝑑𝑓

=  

−∞

+∞

 

−∞

+∞

𝑋 𝑓 𝑋∗(𝑢)  

−∞

+∞

𝑒𝑗2𝜋(𝑓−𝑢)𝑡𝑑𝑡 𝑑𝑢𝑑𝑓

=  

−∞

+∞

 

−∞

+∞

𝑋 𝑓 𝑋∗ 𝑢 𝛿(𝑓 − 𝑢) 𝑑𝑢𝑑𝑓

=  

−∞

+∞

𝑋 𝑓  

−∞

+∞

𝑋∗ 𝑢 𝛿 𝑓 − 𝑢 𝑑𝑢 𝑑𝑓 =  

−∞

+∞

𝑋 𝑓 𝑋∗ 𝑢  
𝑢=𝑓

𝑑𝑓

𝜹 𝒕 − 𝒕𝟎 =  𝟏𝒆−𝒋𝟐𝝅𝒇(𝒕−𝒕𝟎)𝒅𝒇

Δυικότητα:

𝜹 𝒇 − 𝒇𝟎 =  𝟏𝒆𝒋𝟐𝝅 𝒇−𝒇𝟎 𝒕𝒅𝒕

 𝒙 𝝉 𝜹 𝒕 − 𝝉 𝒅𝝉 = 𝒙 𝒕 ∗ 𝜹 𝒕 = 𝒙(𝒕)



Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Ιδιότητες Μετασχηματισμού Fourier

o Υπολογίστε το ολοκλήρωμα 

 
−∞

+∞

sinc2 𝑓 𝑑𝑓
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