
ΗΥ215 - Εφαρμοσμένα 
Μαθηματικά για Μηχανικούς

ΔΙΑΛΕΞΗ 12Η

• Μετασχηματισμός Laplace - Ιδιότητες



• Ιδιότητες Μετασχηματισμού Laplace
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• Ιδιότητες Μετασχηματισμού Laplace

• Απόδειξη:

με πεδία σύγκλισης 𝑅𝑥, 𝑅𝑦 αντίστοιχα. Για να υπάρχει ο μετασχηματισμός, πρέπει 
τα δυο πεδία σύγκλισης να έχουν μη κενή τομή. Άρα 𝑅𝑧 ⊇ 𝑅𝑥 ∩ 𝑅𝑦. Γιατί όμως ⊇ ?
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𝑧 𝑡 = 𝐴𝑥 𝑡 + 𝐵𝑦(𝑡)

𝑍 𝑠 = න
−∞

+∞

𝑧 𝑡 𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡 = න
−∞

+∞

𝐴𝑥 𝑡 + 𝐵𝑦 𝑡 𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

= න
−∞

+∞

𝐴𝑥(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡 + න
−∞

+∞

𝐵𝑦(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡 = 𝐴න
−∞

+∞

𝑥(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡 + 𝐵න
−∞

+∞

𝑦(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

= 𝐴𝑋 𝑠 + 𝐵𝑌(𝑠)



• Ιδιότητες Μετασχηματισμού Laplace

o Βρείτε το μετασχ. Laplace του αθροίσματος των σημάτων 

𝑋 𝑠 =
1

𝑠 − 2
, 𝜎 > 2 , 𝑌 𝑠 = −

1

𝑠 − 1 𝑠 − 2
, 𝜎 > 2
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 Μόνο στην περίπτωση 
αλληλοεξουδετέρωσης 
πόλου-μηδενικού είναι 
πιθανό να έχουμε πεδίο 
σύγκλισης μεγαλύτερο της 
τομής των επιμέρους!



• Ιδιότητες Μετασχηματισμού Laplace

• Απόδειξη:
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𝑧 𝑡 = 𝑥∗(𝑡)

𝑍 𝑠 = න
−∞

+∞

𝑧 𝑡 𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡 = න
−∞

+∞

𝑥∗(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡 = න
−∞

+∞

𝑥 𝑡 𝑒−𝑠
∗𝑡𝑑𝑡

∗

= 𝑋∗(𝑠∗)



• Ιδιότητες Μετασχηματισμού Laplace

o Έστω ένα σήμα 𝑥 𝑡 ∈ ℜ με ρητό Μετασχ. Laplace 𝑋(𝑠). Για το σήμα γνωρίζετε ότι:

 έχει έναν πόλο στη θέση 𝑠1 =
1

2
𝑒
𝑗𝜋

3 κι έναν πόλο στη θέση 𝑠2

 έχει ένα μηδενικό στη θέση 𝑠3 = −1

 𝑋 0 = 2

Βρείτε όσα περισσότερα μπορείτε για το 𝑋(𝑠)
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• Ιδιότητες Μετασχηματισμού Laplace
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• Ιδιότητες Μετασχηματισμού Laplace

• Απόδειξη:

• Πεδίο σύγκλισης θα πρέπει να είναι τουλάχιστον η τομή των επιμέρους πεδίων 
σύγλκισης. Ξανά, σε περίπτωση αλληλοεξουδετέρωσης πόλων-μηδενικών, πρέπει να 
το ελέγχουμε
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𝑧 𝑡 = 𝑥 𝑡 ∗ 𝑦(𝑡)

𝑍 𝑠 = න
−∞

+∞

𝑧 𝑡 𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡 = න
−∞

+∞

𝑥 𝑡 ∗ 𝑦 𝑡 𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡 = න
−∞

+∞

න
−∞

+∞

𝑥 𝜏 𝑦 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏 𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

= න
−∞

+∞

𝑥 𝜏 න
−∞

+∞

𝑦 𝑡 − 𝜏 𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡 𝑑𝜏 = න
−∞

+∞

𝑥 𝜏 𝑌 𝑠 𝑒−𝑠𝜏𝑑𝜏 = 𝑌(𝑠)න
−∞

+∞

𝑥 𝜏 𝑒−𝑠𝜏𝑑𝜏

= 𝑌 𝑠 𝑋(𝑠)



• Ιδιότητες Μετασχηματισμού Laplace

o Έστω δυο σήματα 𝑥 𝑡 = 𝑒𝑎𝑡𝑢 𝑡 , 𝑦 𝑡 = 𝑒2𝑎𝑡𝑢 𝑡 . Υπολογίστε τη συνέλιξη τους.
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• Ιδιότητες Μετασχηματισμού Laplace
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• Ο Μονόπλευρος Μετασχ. Laplace

• Μονόπλευρος μετασχ. Laplace 

𝑋 𝑠 = න
0−

+∞

𝑥 𝑡 𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

• Ουσιαστικά αποτελεί το μετασχ. Laplace που ξέρουμε ήδη, αλλά για αιτιατά σήματα

• Κάποιες ιδιότητες είναι λίγο διαφορετικές

• Θα τον επισκεφτούμε ξανά όταν μιλήσουμε για συστήματα στο χώρο του Laplace
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• Ζεύγη Μετασχηματισμού Laplace
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• Ζεύγη Μετασχηματισμού Laplace
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• O Αντίστροφος Μετασχηματισμός Laplace

• Παράδειγμα:

o Υπολογίστε τον αντίστροφο Μετασχ. Laplace του 

𝑋 𝑠 =
𝑠 + 7

𝑠2 − 3𝑠 − 10
, 𝜎 < −2
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• O Αντίστροφος Μετασχηματισμός Laplace
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• O Αντίστροφος Μετασχηματισμός Laplace

• Παράδειγμα:

o Υπολογίστε τον αντίστροφο Μετασχ. Laplace του 

𝑋 𝑠 =
1

𝑠(𝑠2 + 4)
, 𝜎 > 0
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ΙδιότητεςΖεύγη



• O Αντίστροφος Μετασχηματισμός Laplace

• Παράδειγμα:
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ΙδιότητεςΖεύγη



• O Αντίστροφος Μετασχηματισμός Laplace

• Παράδειγμα:

o Υπολογίστε τον αντίστροφο Μετασχ. Laplace του 

𝑋 𝑠 =
𝑠2 + 2

𝑠3 − 𝑠
, 0 < 𝜎 < 1
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• O Αντίστροφος Μετασχηματισμός Laplace

• Παράδειγμα:
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