
ΗΥ215 - Εφαρμοσμένα 
Μαθηματικά για Μηχανικούς

ΔΙΑΛΕΞΗ 7Η

• Μετασχηματισμός Fourier



 Μετασχηματισμός Laplace

 Συσχετίσεις και Φασματικές Πυκνότητες

 Τυχαία Σήματα

 Δειγματοληψία

 Συστήματα Διακριτού χρόνου & ιδιότητες

2ο Κομμάτι

 Μιγαδικοί αριθμοί

 Σήματα - Συστήματα

 Διαφορικές Εξισώσεις ως 
Συστήματα

 Σειρές Fourier

 Μετασχηματισμός Fourier

1ο Κομμάτι

Τι περιέχει το ΗΥ215?



Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Προς το μετασχ. Fourier…

• Ένα περιοδικό πραγματικό σήμα 𝑥 𝑡 με περίοδο 𝑇0 μπορεί να γραφεί ως

𝑥 𝑡 = ෍

𝑘=−∞

+∞

𝑋𝑘𝑒
𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡

η οποία ονομάζεται εκθετική Σειρά Fourier

• Τι θα συμβεί αν 𝑇0 → +∞ ?

• Σίγουρα το σήμα θα πάψει να είναι περιοδικό

• Πώς αναπαρίσταται συχνοτικά?
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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Προς το μετασχ. Fourier…

• Τυπικά:

𝑥 𝑡 = ෍

𝑘=−∞

+∞

𝑋𝑘𝑒
𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡 = ෍

𝑘=−∞

+∞
1

𝑇0
න
−
𝑇0
2

𝑇0
2
𝑥 𝑡 𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡𝑑𝑡 𝑒𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡

• Όταν 𝑇0 → +∞, τότε 𝑓0 =
1

𝑇0
→ 𝑑𝑓 και 𝑘𝑓0 → 𝑘𝑑𝑓 → 𝑓

• Οπότε

𝑥 𝑡 = න
−∞

+∞

𝑑𝑓 න
−∞

+∞

𝑥 𝑡 𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝑡𝑑𝑡 𝑒𝑗2𝜋𝑓𝑡

= න
−∞

+∞

න
−∞

+∞

𝑥 𝑡 𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝑡𝑑𝑡 𝑒𝑗2𝜋𝑓𝑡𝑑𝑓
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𝑋(𝑓)

𝑋𝑘



Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Μετασχηματισμός Fourier

• Ο όρος 

න
−∞

+∞

𝑥 𝑡 𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝑡𝑑𝑡

ονομάζεται Μετασχηματισμός Fourier και συμβολίζεται με 𝑋(𝑓)

• Ο όρος 

න
−∞

+∞

𝑋(𝑓)𝑒𝑗2𝜋𝑓𝑡𝑑𝑓

ονομάζεται αντίστροφος Μετασχ. Fourier και προφανώς συμβολίζεται με 𝑥 𝑡

• Ο Μετασχ. Fourier είναι μια μιγαδική συνάρτηση (εν γένει)
• Έχει μέτρο και φάση

• Έχει πραγματικό και φανταστικό μέρος
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• Μετασχηματισμός Fourier

• Είναι

𝑋 𝑓 = න
−∞

+∞

𝑥 𝑡 𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝑡𝑑𝑡 = න
−∞

+∞

𝑥 𝑡 cos(2𝜋𝑓𝑡)𝑑𝑡 − 𝑗න
−∞

+∞

𝑥 𝑡 sin 2𝜋𝑓𝑡 𝑑𝑡

= Re 𝑋 𝑓 + 𝑗Im 𝑋 𝑓 = 𝑋𝑅 𝑓 + 𝑗𝑋𝐼(𝑓)

δηλ.

𝑋𝑅 𝑓 = න
−∞

+∞

𝑥 𝑡 cos(2𝜋𝑓𝑡)𝑑𝑡

𝑋𝐼 𝑓 = −න
−∞

+∞

𝑥 𝑡 sin 2𝜋𝑓𝑡 𝑑𝑡

• Εύκολα μπορούμε να δείξουμε ότι

𝑋𝑅 𝑓 = 𝑋𝑅 −𝑓

𝑋𝐼 𝑓 = −𝑋𝐼(−𝑓)
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• Μετασχηματισμός Fourier

• Μέτρο: 

𝑋 𝑓 = 𝑋𝑅
2 𝑓 + 𝑋𝐼

2(𝑓)

• Φάση: 

𝜙𝑥 𝑓 = tan−1
𝑋𝐼(𝑓)

𝑋𝑅(𝑓)

οπότε και ο μετασχηματισμός εκφράζεται ως

𝑋 𝑓 = 𝑋 𝑓 𝑒𝑗𝜙𝑥 𝑓

• Εύκολα μπορεί κανείς να δείξει ότι για πραγματικά σήματα 

𝑋 𝑓 = 𝑋 −𝑓 ∗

• Η συζυγής συμμετρία δηλώνει ότι το μέτρο του μετασχηματισμού (φάσμα πλάτους) 
είναι άρτια συνάρτηση του 𝑓, ενώ η φάση (φάσμα φάσης) είναι περιττή συνάρτηση 
του 𝑓

• Αναμενόμενο, αφού ο μετασχ. Fourier ορίστηκε ως μια γενίκευση των συντελεστών 
Fourier
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• Μετασχηματισμός Fourier

• Ο μετασχ. Fourier κάνει την ίδια δουλειά με τους συντελεστές Fourier αλλά για 
απεριοδικά σήματα

• Η σειρά Fourier αναπτύσσει ένα περιοδικό σήμα σε ένα άπειρο (εν γένει) άθροισμα 
μετρήσιμων διακριτών συχνοτήτων 𝑘𝑓0, με πλάτη 2|𝑋𝑘| και φάσεις 𝜑𝑘:

𝑥 𝑡 = 𝑋0 +෍

𝑘=1

+∞

2 𝑋𝑘 cos 2𝜋𝑘𝑓0𝑡 + 𝜙𝑘

• Ο μετασχ. Fourier αναπτύσσει ένα απεριοδικό σήμα σε ένα άπειρο (εν γένει) μη 
μετρήσιμο άθροισμα κάθε συχνότητας 𝑓, με πλάτη 2|𝑋(𝑓)| και φάσεις ∠𝑋(𝑓):

𝑥 𝑡 = න
−∞

+∞

2 𝑋 𝑓 cos 2𝜋𝑓𝑡 + ∠𝑋 𝑓 𝑑𝑓
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𝑘

𝑋𝑘

… …

𝑓

𝑋(𝑓)

… …
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• Μετασχηματισμός Fourier – Ύπαρξη 

• Αρκεί 

𝑋 𝑓 < +∞⟺ න
−∞

+∞

𝑥 𝑡 𝑑𝑡 < +∞

• Το σήμα να είναι απολύτως ολοκληρώσιμο
• Πρέπει να έχει πεπερασμένου πλήθους ασυνέχειες σε ένα οποιοδήποτε διάστημα

• Πρέπει να έχει πεπερασμένου πλήθους μέγιστα και ελάχιστα σε ένα οποιοδήποτε διάστημα

• Δεν είναι αναγκαία συνθήκη

• Επίσης αν 

න
−∞

+∞

𝑥 𝑡 2𝑑𝑡 < +∞

τότε το σήμα έχει μετασχ. Fourier

• Κάθε σήμα που παράγεται στο εργαστήριο ή υπάρχει στη φύση έχει μετασχ. Fourier
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𝐸𝑥
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• Μετασχηματισμός Fourier

• Παράδειγμα:

o Βρείτε το μετασχ. Fourier του γνωστού σήματος 𝑥 𝑡 = 𝐴rect
𝑡

𝑇
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• Μετασχηματισμός Fourier

• Παράδειγμα:
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𝐴
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• Μετασχηματισμός Fourier

• Κώδικας Python

© Καφεντζής Γιώργος, PhD
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• Μετασχηματισμός Fourier

• Παράδειγμα:

o Βρείτε το μετασχ. Fourier του σήματος 𝑥 𝑡 = 𝐴tri
𝑡

𝑇
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• Μετασχηματισμός Fourier
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• Μετασχηματισμός Fourier

• Παράδειγμα:

o Βρείτε το μετασχ. Fourier του σήματος 𝑥 𝑡 = 𝑒−𝑎𝑡𝑢 𝑡 , 𝑎 > 0
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• Μετασχηματισμός Fourier
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• Μετασχηματισμός Fourier
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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Μετασχηματισμός Fourier

• Παράδειγμα:

o Βρείτε το μετασχ. Fourier του σήματος 𝑥 𝑡 = 𝛿(𝑡)
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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Μετασχηματισμός Fourier

• Παράδειγμα:

o Βρείτε το μετασχ. Fourier του σήματος 𝑥 𝑡 = 𝛿(𝑡 − 𝑡0)
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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Μετασχηματισμός Fourier

• Παράδειγμα:

o Βρείτε τον αντίστροφο μετασχ. Fourier του σήματος 𝑋(𝑓) = 𝛿(𝑓), καθώς και του 
σήματος 𝑋(𝑓) = 𝛿(𝑓 − 𝑓0)
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