
ΗΥ215 - Εφαρμοσμένα 
Μαθηματικά για Μηχανικούς

ΔΙΑΛΕΞΗ 6Η

• Σειρές Fourier



 Μετασχηματισμός Laplace

 Συστήματα στο χώρο του Laplace

 Συσχετίσεις και Φασματικές 
Πυκνότητες

 Τυχαία Σήματα

 Δειγματοληψία

2ο Κομμάτι

 Μιγαδικοί αριθμοί

 Σήματα - Συστήματα

 Διαφορικές Εξισώσεις ως 
Συστήματα

 Σειρές Fourier

 Μετασχηματισμός Fourier

1ο Κομμάτι

Τι περιέχει το ΗΥ215?



Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Σειρές Fourier

• Ένα περιοδικό σήμα 𝑥 𝑡 με περίοδο 𝑇0 μπορεί να γραφεί ως

𝑥 𝑡 = 

𝑘=−∞

+∞

𝑋𝑘𝑒
𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡

η οποία σχέση ονομάζεται εκθετική Σειρά Fourier

• Οι συντελεστές 𝑋𝑘 ονομάζονται συντελεστές Fourier και δίνονται από τη σχέση

𝑋𝑘 =
1

𝑇0
න
𝑇0

𝑥 𝑡 𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡𝑑𝑡

• Για πραγματικά σήματα, οι συντελεστές είναι συζυγώς συμμετρικοί ως προς 𝑘

𝑋−𝑘 = 𝑋𝑘
∗

• Τριγωνομετρική σειρά Fourier (ξανά, μόνο για πραγματικά σήματα):

𝑥 𝑡 = 𝑋0 +

𝑘=1

+∞

2 𝑋𝑘 cos 2𝜋𝑘𝑓0𝑡 + 𝜙𝑘
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𝑇0
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• Παράδειγμα: 

𝑥𝑇0 𝑡 =
𝐴, 0 ≤ 𝑡 <

𝑇0
2

−𝐴,
𝑇0
2
< 𝑡 < 𝑇0
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𝑋0 = 0, 𝑋𝑘 =
2𝐴

𝑗𝜋𝑘
=
2A

𝜋𝑘
𝑒−

𝑗𝜋
2 , 𝑘 𝜋𝜀𝜌𝜄𝜏𝜏𝜊

𝑥 𝑡 = 
𝑘=1,

𝜋𝜀𝜌𝜄𝜏𝜏𝜊

+∞
4𝐴

𝜋𝑘
sin 2𝜋𝑘𝑓0𝑡
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• Σειρές Fourier

• Φαινόμενο Gibbs
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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Σειρές Fourier

• Φαινόμενο Gibbs

• Το φαινόμενο αυτό συμβαίνει λόγω των ασυνεχειών του αρχικού σήματος -
και μόνο παρουσία αυτών - ακόμα κι αν πράγματι η ενέργεια του σφάλματος 
𝐸𝑒 σε μια περίοδο τείνει στο μηδέν! 

• Συγκεκριμένα, ο Gibbs έδειξε ότι η Σειρά Fourier συγκλίνει στην πραγματική 
τιμή του περιοδικού σήματος σε κάθε σημείο…
• …εκτός από τα σημεία ασυνέχειας, όπου συγκλίνει στη μέση τιμή των τιμών του 

περιοδικού σήματος 𝑥(𝑡) εκατέρωθεν του σημείου ασυνέχειας 𝑡0:

𝑥 𝑡0
− + 𝑥 𝑡0

+

2

• Η Σειρά Fourier περιοδικών σημάτων χωρίς ασυνέχειες λέγεται ότι συγκλίνει 
ομοιόμορφα σε όλα τα σημεία της περιόδου του περιοδικού σήματος

• Ο τρόπος εύρεσης των συντελεστών Fourier επιτρέπει στην ενέργεια 
σφάλματος να τείνει στο μηδέν όσο αυξάνει το πλήθος των ημιτόνων, και 
ταυτόχρονα να υπάρχουν σημεία όπου η διαφορά της Σειράς Fourier με το 
περιοδικό σήμα να μην είναι μηδενική (μη ομοιόμορφη σύγκλιση)
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• Παράδειγμα:

o Υπολογίστε τη Σειρά Fourier του περιοδικού σήματος

𝑥 𝑡 = 

𝑘=−∞

+∞

𝛿(𝑡 − 𝑘𝑇0)
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න
−∞

+∞

𝛿 𝑡 ± 𝑡0 𝑓 𝑡 𝑑𝑡 = 𝑓 ∓𝑡0
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• Παράδειγμα:
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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• «Γνωστές» Σειρές Fourier

• Ας υποθέσουμε ότι γνωρίζουμε τις παρακάτω σειρές Fourier, τις οποίες θα 
χρησιμοποιήσουμε στις ιδιότητες που ακολουθούν
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𝑋𝑘 =
𝐴

𝑘𝜋
−1 𝑘𝑒

𝑗𝜋
2

𝑋𝑘 =
1

𝑇0
, ∀ 𝑘

𝑋𝑘 =
𝐴

2𝑘𝜋
1 − (−1 𝑘)𝑒−

𝑗𝜋
2

𝑋𝑘 =
𝐴

𝑘𝜋
1 − (−1 𝑘)𝑒−

𝑗𝜋
2
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• Ιδιότητες
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Απόδειξη:

𝑧 𝑡 = 𝐴𝑥 𝑡 + 𝐵𝑦 𝑡 → 𝑍𝑘 =?

𝑍𝑘 =
1

𝑇0
න𝑧 𝑡 𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡𝑑𝑡 =

1

𝑇0
න 𝐴𝑥 𝑡 + 𝐵𝑦 𝑡 𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡𝑑𝑡

=
1

𝑇0
න𝐴𝑥 𝑡 𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡𝑑𝑡 +

1

𝑇0
න𝐵𝑦(𝑡)𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡𝑑𝑡

=
1

𝑇0
𝐴න𝑥 𝑡 𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡𝑑𝑡 +

1

𝑇0
𝐵න𝑦(𝑡)𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡𝑑𝑡

= 𝐴𝑋𝑘 + 𝐵𝑌𝑘
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• Ιδιότητες
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𝑍𝑘 =?

𝑍𝑘 = 𝑋𝑘 + 𝑌𝑘

𝑋𝑘 =
1

𝜋𝑘
−1 𝑘𝑒

𝑗𝜋
2

𝑌𝑘 =
1

2𝜋𝑘
(1 − −1 𝑘)𝑒−

𝑗𝜋
2
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• Python κώδικας
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• Ιδιότητες

• Python κώδικας

HY215 - Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς Πανεπιστήμιο Κρήτης, Τμήμα Επιστήμης Υπολογιστών
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Απόδειξη:

𝑧 𝑡 = 𝑥(𝑡 − 𝑡0) → 𝑍𝑘 =?

ቑ
𝑍𝑘 =

1

𝑇0
න𝑥 𝑡 − 𝑡0 𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡𝑑𝑡

𝑢 = 𝑡 − 𝑡0 ⇒ 𝑑𝑢 = 𝑑𝑡

=
1

𝑇0
න𝑥 𝑢 𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0(𝑢+𝑡0)𝑑𝑢

=
1

𝑇0
න𝑥 𝑢 𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑢𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡0𝑑𝑢

= 𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡0
1

𝑇0
න𝑥 𝑢 𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑢𝑑𝑢

= 𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡0𝑋𝑘



𝑦(𝑡)
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• Ιδιότητες
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Απόδειξη:

𝑧 𝑡 = 𝑥(−𝑡) → 𝑍𝑘 =?

ൢ𝑍𝑘 =
1

𝑇0
න

0

𝑇0

𝑥 −𝑡 𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡𝑑𝑡

𝑢 = −𝑡 ⇒ 𝑑𝑢 = −𝑑𝑡

= −
1

𝑇0
න

0

−𝑇0

𝑥 𝑢 𝑒𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑢𝑑𝑢

=
1

𝑇0
න

−𝑇0

0

𝑥 𝑢 𝑒𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑢𝑑𝑢

=
1

𝑇0
න

−𝑇0

0

𝑥 𝑢 𝑒−𝑗2𝜋(−𝑘)𝑓0𝑢𝑑𝑢

= 𝑋−𝑘
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Απόδειξη:

𝑧 𝑡 = 𝑥 𝑎𝑡 , 𝑎 > 0 → 𝑍𝑘 =?

𝑍𝑘 =
1

𝑇0/𝑎
න

0

𝑇0/𝑎

𝑥 𝑎𝑡 𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑎𝑓0𝑡𝑑𝑡

𝑢 = 𝑎𝑡 ⇒ 𝑑𝑢 = 𝑎𝑑𝑡

=
1

𝑇0
න

0

𝑇0

𝑥 𝑢 𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑢𝑑𝑢 = 𝑋𝑘

𝑥𝑇0 𝑡 =
𝑡, 0 < 𝑡 <

𝑇0
2

0,
𝑇0
2
< 𝑡 < 𝑇0

⇒ 𝑥𝑇0 𝑎𝑡 =
𝑎𝑡, 0 < 𝑎𝑡 <

𝑇0
2

0,
𝑇0
2
< 𝑎𝑡 < 𝑇0

=
𝑎𝑡, 0 < 𝑡 <

𝑇0
2𝑎

0,
𝑇0
2𝑎

< 𝑡 <
𝑇0
𝑎

Π.χ.
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Απόδειξη:

𝑧 𝑡 =
𝑑

𝑑𝑡
𝑥(𝑡) → 𝑍𝑘 =?

𝑍𝑘 =
1

𝑇0
න

0

𝑇0
𝑑𝑥 𝑡

𝑑𝑡
𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡𝑑𝑡 =

1

𝑇0
𝑥 𝑡 𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡 ቚ

0

𝑇0
−

1

𝑇0
න

0

𝑇0

𝑥 𝑡
𝑑

𝑑𝑡
𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡𝑑𝑡

=
1

𝑇0
𝑥 𝑡 𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡 ቚ

0

𝑇0
−

1

𝑇0
න

0

𝑇0

𝑥 𝑡 (−𝑗2𝜋𝑘𝑓0)𝑒
−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡𝑑𝑡

=
1

𝑇0
𝑥 𝑡 𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡 ቚ

0

𝑇0
+ 𝑗2𝜋𝑘𝑓0

1

𝑇0
න

0

𝑇0

𝑥 𝑡 𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡𝑑𝑡

=
1

𝑇0
𝑥 𝑡 𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡 ቚ

0

𝑇0
+ 𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑋𝑘 =

1

𝑇0
𝑥 0 − 𝑥 𝑇0 + 𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑋𝑘 = 𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑋𝑘

0
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𝑑

𝑑𝑡
𝑥(𝑡)
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𝑃𝑥 =
1

𝑇0
න

0

𝑇0

𝑥 𝑡 2𝑑𝑡 =
1

𝑇0
න

0

𝑇0

𝑥 𝑡 𝑥∗(𝑡)𝑑𝑡 =
1

𝑇0
න

0

𝑇0



𝑘=−∞

+∞

𝑋𝑘𝑒
𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡 

𝑙=−∞

+∞

𝑋𝑙
∗𝑒−𝑗2𝜋𝑙𝑓0𝑡 𝑑𝑡

Απόδειξη:

=
1

𝑇0
න

0

𝑇0



𝑘=−∞

+∞

𝑋𝑘𝑋𝑘
∗ + 

𝑘=−∞
𝑘≠𝑙

+∞

𝑋𝑘𝑋𝑙
∗𝑒𝑗2𝜋 𝑘−𝑙 𝑓0𝑡 𝑑𝑡

=
1

𝑇0


𝑘=−∞

+∞

𝑋𝑘𝑋𝑘
∗න

0

𝑇0

𝑑𝑡 +
1

𝑇0


𝑘=−∞
𝑘≠𝑙

+∞

𝑋𝑘𝑋𝑙
∗න

0

𝑇0

𝑒𝑗2𝜋 𝑘−𝑙 𝑓0𝑡𝑑𝑡

= 

𝑘=−∞

+∞

𝑋𝑘
2 +

1

𝑇0


𝑘=−∞
𝑘≠𝑙

+∞

𝑋𝑘𝑋𝑙
∗න

0

𝑇0

𝑒𝑗2𝜋 𝑘−𝑙 𝑓0𝑡𝑑𝑡 = 

𝑘=−∞

+∞

𝑋𝑘
2

0 [ορθογωνιότητα]

𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 𝑏1 + 𝑏2 + 𝑏3

= 𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 + 𝑎3𝑏3 +𝑟𝑒𝑠𝑡
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• Ιδιότητες

• Έστω το αναπτυγμένο σε σειρά Fourier πραγματικό σήμα 

𝑥 𝑡 =
1

2
+ 

𝑘=−∞,
𝑘≠0

+∞
2

𝑗𝜋𝑘
𝑒𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡

α) Πόση είναι η μέση ισχύς του?

β) Δείξτε ότι το ποσοστό της συνολικής μέσης ισχύος που είναι κατανεμημένο στους 
4 πρώτους όρους της τριγωνομετρικής σειράς Fourier (μαζί με το σταθερό όρο) είναι 

~85%.
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𝑋−𝑘 = 𝑋𝑘
∗ ⇒ 𝑋𝑘 = |𝑋−𝑘

∗ |
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𝑘=1

+∞
1

𝑘2
=
𝜋2
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