
ΗΥ215 - Εφαρμοσμένα 
Μαθηματικά για Μηχανικούς

ΔΙΑΛΕΞΗ 8Η

• Μετασχηματισμός Fourier – Ιδιότητες
• Μετασχηματισμός Fourier Σημάτων Ισχύος



Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Ιδιότητες Μετασχηματισμού Fourier
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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Ιδιότητες Μετασχηματισμού Fourier

o Υπολογίστε το μετασχ. Fourier του σήματος 𝑥 𝑡 = 𝑒−𝑎|𝑡|, 𝑎 > 0, ∀𝑡
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• Ιδιότητες Μετασχηματισμού Fourier

o Υπολογίστε το μετασχ. Fourier του σήματος 𝑦 𝑡 = 2𝑥 𝑡 cos(2𝜋𝑓0𝑡)
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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Ιδιότητες Μετασχηματισμού Fourier

o Υπολογίστε την έξοδο του ΓΧΑ συστήματος με κρουστική απόκριση ℎ 𝑡 =
𝑒−2𝑡𝑢(𝑡) για είσοδο 𝑥 𝑡 = 𝑒−𝑡𝑢(𝑡)
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𝑥 𝑡 = rect(𝑡)

 𝑋 𝑓 = rect −𝑓 = rect(𝑓)
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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Ιδιότητες Μετασχηματισμού Fourier

o Υπολογίστε το μετασχ. Fourier του σήματος 𝑥 𝑡 = 2rect
𝑡

𝑇
cos(2𝜋𝑓0𝑡)

HY215 - Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς Πανεπιστήμιο Κρήτης, Τμήμα Επιστήμης Υπολογιστών
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Φάσμα 
παραθυροποιημένου

ημίτονου

Θα δούμε σε λίγο ότι
𝑥 𝑡 = cos 2𝜋𝑓0𝑡 , −∞ < 𝑡 < +∞

↕

𝑋 𝑓 =
1

2
𝛿 𝑓 − 𝑓0 +

1

2
𝛿 𝑓 + 𝑓0

Φάσμα ημιτόνου άπειρης
διάρκειας

rect
𝑡 − 0.001

0.002
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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Ιδιότητες Μετασχηματισμού Fourier

o Υπολογίστε το μετασχ. Fourier του τριγωνικού παλμού 𝑥 𝑡 = 𝐴tri
𝑡

𝑇
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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς
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𝑋 0 = 𝐹 𝑥′ 𝑡  
𝑓=0
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𝛿 𝑡 − 𝑡0 =  𝑒−𝑗2𝜋𝑓(𝑡−𝑡0)𝑑𝑓

Δυικότητα:

𝛿 𝑓 − 𝑓0 =  𝑒𝑗2𝜋 𝑓−𝑓0 𝑡𝑑𝑡
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• Ιδιότητες Μετασχηματισμού Fourier

o Υπολογίστε το ολοκλήρωμα  −∞

+∞
sinc2 𝑓 𝑑𝑓
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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Μετασχηματισμός Fourier και Περιοδικά Σήματα

• Ας προσπαθήσουμε να υπολογίσουμε το M.F. ενός απλού ημιτόνου cos(2𝜋𝑓0𝑡)

• Θα είναι 

• Τα παραπάνω ολοκληρώματα δε συγκλίνουν

• Όμως από δυικότητα 𝑒±𝑗2𝜋𝑓0𝑡 ⟷ 𝛿(𝑓 ∓ 𝑓0)

• Οπότε 

𝑋 𝑓 =
1

2
𝛿 𝑓 − 𝑓0 +

1

2
𝛿(𝑓 + 𝑓0)
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Έχουμε αποδείξει ότι

𝛿 𝑡 ± 𝑡0 ⟷ 𝑒±𝑗2𝜋𝑓𝑡0



Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Μετασχηματισμός Fourier και Περιοδικά Σήματα

• Με βάση το προηγούμενο αποτέλεσμα, και αφού μπορούμε να περιγράψουμε κάθε 
περιοδικό σήμα ως μια Σειρά Fourier, θα έχουμε

𝑥𝑇0
𝑡 =  

𝑘=−∞

+∞

𝑋𝑘𝑒𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡 ⟷ 𝑋𝑇0
𝑓 =  

𝑘=−∞

+∞

𝑋𝑘𝛿 𝑓 − 𝑘𝑓0

• Όμως πάλι χρειαζόμαστε να υπολογίσουμε το 𝑋𝑘 για να εφαρμόσουμε τα 
παραπάνω
• Κάτι που είναι «επίπονο»… 

• Μπορούμε άραγε να βρούμε τους συντελεστές Fourier πιο εύκολα?
• Μέσω του Μετασχ. Fourier μιας περιόδου του σήματος ίσως?

• Στο παραπάνω θα μας βοηθήσει η γνωστή μας σχέση 

𝛿𝑇0
𝑡 =  

𝑘=−∞

+∞

𝛿(𝑡 − 𝑘𝑇0) =  

𝑘=−∞

+∞
1

𝑇0
𝑒𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡 ⟷ Δ 1

𝑇0

𝑓 =
1

𝑇0
 

𝑘=−∞

+∞

𝛿(𝑓 − 𝑘𝑓0)
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• Μετασχηματισμός Fourier και Περιοδικά Σήματα
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• Μετασχηματισμός Fourier και Περιοδικά Σήματα

𝑥 (𝑡)

𝛿𝑇0
𝑡 =  

𝑘=−∞

+∞

𝛿 𝑡 − 𝑘𝑇0

𝑥 𝑡 ∗ 𝛿𝑇0
𝑡 = 𝑥 𝑡 ∗  

𝑘=−∞

+∞

𝛿 𝑡 − 𝑘𝑇0

=  

𝑘=−∞

+∞

𝑥 𝑡 ∗ 𝛿 𝑡 − 𝑘𝑇0

=  

𝑘=−∞

+∞

𝑥 𝑡 − 𝑘𝑇0

𝑥 𝑡 ∗ 𝛿 𝑡 − 𝑡0 = 𝑥 𝑡 − 𝑡0
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• Μετασχηματισμός Fourier και Περιοδικά Σήματα

𝛥 1
𝑇0

𝑓 =  

𝑘=−∞

+∞
1

𝑇0
𝛿 𝑓 − 𝑘

1

𝑇0

𝑋 𝑓 𝛥 1
𝑇0

𝑓 =

=  

𝑘=−∞

+∞
1

𝑇0
𝑋 𝑓 𝛿 𝑓 − 𝑘

1

𝑇0

=  

𝑘=−∞

+∞
1

𝑇0
𝑋 𝑘

1

𝑇0
𝛿 𝑓 − 𝑘

1

𝑇0

𝑋(𝑓)

𝑋 𝑓 Δ 1
𝑇0

(𝑓)

𝑋 𝑓 𝛿 𝑓 − 𝑓0 = 𝑋 𝑓0 𝛿(𝑓 − 𝑓0)



Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Μετασχηματισμός Fourier και Περιοδικά Σήματα

• Άρα αφού

𝑥𝑇0
𝑡 =  

𝑘=−∞

+∞

𝑋𝑘 𝑒𝑗2𝜋𝑘𝑓0𝑡 ⟷ 𝑋𝑇0
𝑓 =  

𝑘=−∞

+∞

𝑋𝑘𝛿 (𝑓 − 𝑘𝑓0)

και 

𝑥𝑇0
𝑡 =  

𝑘=−∞

+∞

𝑥 𝑡 − 𝑘𝑇0 ⟷ 𝑋𝑇0
𝑓 =  

𝑘=−∞

+∞
1

𝑇0
𝑋 𝑘

1

𝑇0
𝛿 𝑓 − 𝑘

1

𝑇0

οι συντελεστές Fourier μπορούν να προκύψουν από το Μετασχ. Fourier μιας 
περιόδου του περιοδικού σήματος από τη σχέση

𝑋𝑘 =
1

𝑇0
𝑋

𝑘

𝑇0

δηλ. αρκεί να δειγματοληπτήσουμε το μετασχ. Fourier μιας περιόδου του περιοδικού 

σήματος ανά 
𝑘

𝑇0
και ό,τι προκύψει να το πολλαπλασιάσουμε με 

1

𝑇0
!!!!
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𝑓0 = 1/𝑇0



Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Μετασχηματισμός Fourier και Περιοδικά Σήματα

Συνοψίζοντας:

HY215 - Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς Πανεπιστήμιο Κρήτης, Τμήμα Επιστήμης Υπολογιστών

Μην ξεχάσουμε να 
πολλαπλασιάσουμε το 

δειγματοληπτημένο 
αποτέλεσμα με 1/𝑇0

Μετασχ. Fourier περιοδικού σήματος!



Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Μετασχηματισμός Fourier και Περιοδικά Σήματα

• Παράδειγμα: 

o Υπολογίστε τους συντελεστές Fourier του περιοδικού σήματος που σε μια περίοδό 

του γράφεται ως 𝑥 𝑡 =  
𝑒−𝑡, 0 < 𝑡 < 1
0, 1 < 𝑡 < 2

HY215 - Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς Πανεπιστήμιο Κρήτης, Τμήμα Επιστήμης Υπολογιστών

Πρόοδος 
21-22



Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Μετασχηματισμός Fourier και Περιοδικά Σήματα

• Παράδειγμα: 

HY215 - Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς Πανεπιστήμιο Κρήτης, Τμήμα Επιστήμης Υπολογιστών



Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Μετασχηματισμός Fourier και Απεριοδικά Σήματα Ισχύος

• Γνωρίζουμε ότι τα απεριοδικά σήματα ισχύος δεν είναι απολύτως ή τετραγωνικώς 
ολοκληρώσιμα, οπότε δεν έχουν Μετασχ. Fourier

• Μπορούμε άραγε να εκμεταλλευτούμε κι εδώ τη χρήση «ιδιαίτερων» συναρτήσεων 
όπως η συνάρτηση Δέλτα για να βρούμε μια τέτοια έκφραση?

• Μπορούμε να γράψουμε ένα απεριοδικό σήμα ισχύος ως

𝑥 𝑡 = 𝑥0 + 𝑥𝑧 𝑡

με

 𝑥0 τη μέση τιμή του σήματος (αριθμός)

𝑥0 = lim
𝑇→∞

1

2𝑇
 

−𝑇

𝑇

𝑥 𝑡 𝑑𝑡

 𝑥𝑧 𝑡 το υπόλοιπο σήμα μηδενικής μέσης τιμής 

• Τότε 
𝑋 𝑓 = 𝑥0𝛿 𝑓 + 𝑋𝑧(𝑓)
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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Μετασχηματισμός Fourier και Απεριοδικά Σήματα Ισχύος

• Ως παράδειγμα, για το μετασχ. Fourier του σήματος sgn 𝑡 =  
1, 𝑡 > 0

−1, 𝑡 < 0

• Εύκολα μπορούμε να δείξουμε ότι 𝑥0 = 0

• Άρα 
sgn 𝑡 =  𝑥 𝑡 = 0 + 𝑥𝑧 𝑡 ↔  𝑋 𝑓 = 0 ∙ 𝛿 𝑓 + 𝑋𝑧 𝑓 = 𝑋𝑧 𝑓

• Παραγωγίζοντας το σήμα έχουμε 
d

dt
𝑥𝑧 𝑡 = 2𝛿 𝑡 ↔ 𝑗2𝜋𝑓𝑋𝑧 𝑓 = 2  𝑋𝑍 𝑓 =

1

𝑗𝜋𝑓

σύμφωνα με την ιδιότητα της παραγώγισης του μετασχ. Fourier

• Οπότε 

 𝑋 𝑓 = 𝑋𝑧(𝑓) = 𝐹 sgn 𝑡 =
1

𝑗𝜋𝑓
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−1
𝑡

2
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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Μετασχηματισμός Fourier και Απεριοδικά Σήματα Ισχύος

• Ως παράδειγμα, βρείτε το μετασχ. Fourier του σήματος 𝑢 𝑡 =  
1, 𝑡 > 0
0, 𝑡 < 0

• Το σήμα 𝑢 𝑡 γράφεται ως 

𝑢 𝑡 =
1

2
+

1

2
sgn(𝑡)

• Άρα 

𝐹 𝑢 𝑡 = 𝐹
1

2
+ 𝐹

1

2
sgn 𝑡 =

1

2
𝛿 𝑓 +

1

𝑗2𝜋𝑓

• Οπότε 

𝐹{𝑢 𝑡 } =
1

2
𝛿 𝑓 +

1

𝑗2𝜋𝑓
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𝑡

1

2

−
1

2

+
𝑡

1

2

= 𝑡

1



Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Ζεύγη Μετασχηματισμού Fourier
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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Αντίστροφος Μετασχηματισμός Fourier

• Για την αντίστροφη διαδικασία εύρεσης του σήματος στο χρόνο από το μετασχ. 
Fourier του, συνήθως ακολουθούμε τις παρακάτω μεθόδους:

o Χρήση του ορισμού

o Χρήση ιδιοτήτων (π.χ. δυϊκότητα)

o Χρήση πινάκων γνωστών μετασχηματισμών

ενώ χρησιμοποιείται συχνά η τεχνική του αναπτύγματος σε μερικά κλάσματα

HY215 - Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς Πανεπιστήμιο Κρήτης, Τμήμα Επιστήμης Υπολογιστών



Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Αντίστροφος Μετασχηματισμός Fourier

• Παράδειγμα:

o Βρείτε τον αντίστροφο μετασχ. Fourier του σήματος 𝑋(𝑓) = 𝛿(𝑓), του σήματος 

𝑋(𝑓) = 𝛿(𝑓 − 𝑓0), και του σήματος 𝑋 𝑓 = 𝐴rect
𝑓

𝐵

HY215 - Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς Πανεπιστήμιο Κρήτης, Τμήμα Επιστήμης Υπολογιστών



Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Αντίστροφος Μετασχηματισμός Fourier

• Παράδειγμα:

o Έστω ότι γνωρίζετε τα παρακάτω:

 Το σήμα 𝑥(𝑡) είναι πραγματικό και έχει μόνο θετικές τιμές

 Ισχύει 
𝐹−1 2 + 𝑗2𝜋𝑓 𝑋 𝑓 = 𝐴𝑒−3𝑡𝑢 𝑡 , 𝐴 ∈ ℜ

 Ισχύει 

 
−∞

+∞

𝑋 𝑓 2𝑑𝑓 =
4

15

Βρείτε το 𝑥(𝑡)
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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Αντίστροφος Μετασχηματισμός Fourier

• Παράδειγμα:
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• Αντίστροφος Μετασχηματισμός Fourier

• Παράδειγμα:
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• Αντίστροφος Μετασχηματισμός Fourier

• Παράδειγμα:
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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Αντίστροφος Μετασχηματισμός Fourier

• Παράδειγμα:
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