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• Ημιτονοειδείς συναρτήσεις



Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Στην έννοιες που θα συζητήσουμε στο μάθημα, παίζουν θεμελιώδη ρόλο οι 
ημιτονοειδείς συναρτήσεις

• Γενικότερα, μια ημιτονοειδής συνάρτηση ορίζεται ως 𝑥 𝑡 = 𝐴 cos(2𝜋𝑓0𝑡 + 𝜑)

• 𝐴: πλάτος ημιτονοειδούς

• 𝑓0: συχνότητα ημιτονοειδούς

• 𝜑: φάση μετατόπισης ημιτονοειδούς

• Κάθε απλό ημιτονοειδές είναι περιοδική
συνάρτηση του χρόνου, με περίοδο 𝑇0 = 1/𝑓0
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• Μετατόπιση Φάσης

• Η φάση μετατόπισης είναι μια τιμή που καθορίζει πόσο έχει μετατοπιστεί το 
ημιτονοειδές από τη θέση 𝑡 = 0

• Αν 𝑥0 𝑡 = 𝐴 cos(2𝜋𝑓0𝑡 + 𝜑) 𝜑=0 = 𝐴 cos(2𝜋𝑓0𝑡) το ημιτονοειδές χωρίς 
μετατόπιση, τότε 

𝑥0 𝑡 − 𝑡0 = 𝐴 cos 2𝜋𝑓0 𝑡 − 𝑡0 = 𝐴 cos(2𝜋𝑓0𝑡 − 2𝜋𝑓0𝑡0) = 𝐴 cos(2𝜋𝑓0𝑡 + 𝜑)

• Μια μετατόπιση κατά 𝑡0 δεξιά ισούται με φάση μετατόπισης 

𝜑 = −2𝜋𝑓0𝑡0 = −
2𝜋𝑡0

𝑇0

• Σχηματικά:
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• Άθροισμα Ημιτόνων

• Είναι ενδιαφέρον να δούμε πως μπορούν να απλοποιηθούν οι πράξεις μεταξύ 
ημιτόνων όταν περνάμε μέσα από το μιγαδικό χώρο

• Ας υπολογίσουμε το άθροισμα 
𝑥 𝑡 = 𝐴 cos(2𝜋𝑓0𝑡) + 𝐵 sin(2𝜋𝑓0𝑡)

• Από τις σχέσεις του Euler, μπορούμε να γράψουμε: 

𝑥 𝑡 = 𝐴 cos(2𝜋𝑓0𝑡) + 𝐵 sin(2𝜋𝑓0𝑡)

= ℜ 𝐴𝑒𝑗2𝜋𝑓0𝑡 + 𝐵 cos 2𝜋𝑓0𝑡 −
𝜋

2

= ℜ 𝐴𝑒𝑗2𝜋𝑓0𝑡 + ℜ 𝐵𝑒𝑗 2𝜋𝑓0𝑡−𝜋/2

= ℜ 𝐴𝑒𝑗2𝜋𝑓0𝑡 + 𝐵𝑒𝑗 2𝜋𝑓0𝑡−𝜋/2

= ℜ 𝐴 + 𝐵𝑒−𝑗𝜋/2 𝑒𝑗2𝜋𝑓0𝑡

• Όμως:  𝐴 + 𝐵𝑒−
𝑗𝜋

2 = 𝐴 − 𝑗𝐵 = 𝐴2 + 𝐵2𝑒𝑗𝜑, 𝜑 = tan−1 −
𝐵

𝐴
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• Άθροισμα Ημιτόνων

• Άρα 

𝑥 𝑡 = ℜ 𝐴 + 𝐵𝑒−𝑗𝜋/2 𝑒𝑗2𝜋𝑓0𝑡

= ℜ 𝐴2 + 𝐵2𝑒𝑗𝜑𝑒𝑗2𝜋𝑓0𝑡

= ℜ 𝐴2 + 𝐵2𝑒𝑗𝜑𝑒𝑗2𝜋𝑓0𝑡

= ℜ 𝐴2 + 𝐵2𝑒𝑗(2𝜋𝑓0𝑡+𝜑)

• Από την τελευταία σχέση εύκολα διαπιστώνουμε ότι 

𝑥 𝑡 = 𝐴2 + 𝐵2 cos(2𝜋𝑓0𝑡 + 𝜑)

• Η παραπάνω διαδικασία γενικεύεται και για 𝛮 ημίτονα

• Ο μιγαδικός 𝐴 + 𝐵𝑒−𝑗𝜋/2 ονομάζεται φάσορας (phasor)
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• Παράδειγμα:

o Λύστε την εξίσωση 𝐴 cos 2𝜋𝑓0𝑡 + 𝜙 = cos 2𝜋50𝑡 + 𝜋 + cos 2𝜋50𝑡 −
𝜋

3
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• Παράδειγμα:

o Λύστε την εξίσωση ℜ 1 + 𝑗 𝑒𝑗𝜃 = −1
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• Περιοδικότητα

• Είδαμε νωρίτερα ότι ένα απλό ημίτονο είναι περιοδικό με περίοδο 𝑇0 =
1

𝑓0

• Άραγε το άθροισμα ημιτόνων είναι περιοδικό?

• Ας δούμε ένα απλό παράδειγμα: 

• Έστω 𝑥 𝑡 = cos(2𝜋𝑓1𝑡 + 𝜙1) + cos 2𝜋𝑓2𝑡 + 𝜙2 , 𝑓1 ≠ 𝑓2

• Έστω ότι είναι περιοδικό. Τότε θα ισχύει 𝑥 𝑡 = 𝑥 𝑡 + 𝑇0 για κάποιο 𝛵0 > 0

• Άρα

cos(2𝜋𝑓1𝑡 + 𝜙1) + cos 2𝜋𝑓2𝑡 + 𝜙2 = cos(2𝜋𝑓1(𝑡 + 𝑇0) + 𝜙1) + cos 2𝜋𝑓2 𝑡 + 𝑇0 + 𝜙2

• Πρέπει 
2𝜋𝑓1𝑇0 = 2𝜋𝑘, 𝑘 ∈ ℤ
2𝜋𝑓2𝑇0 = 2𝜋𝑙, 𝑙 ∈ ℤ

• Οπότε 
𝑓1

𝑓2
=

𝑘

𝑙
= 𝜆ό𝛾𝜊𝜍 𝛼𝜅𝜀𝜌𝛼𝜄𝜔𝜈
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• Παράδειγμα:

o Ελέγξτε αν τα παρακάτω αθροίσματα είναι περιοδικά 

𝑥 𝑡 = 2 cos 2𝜋100𝑡 +
𝜋

3
− 3 sin 2𝜋250𝑡 −

𝜋

4

𝑥 𝑡 = cos 2𝜋100𝑡 −
𝜋

8
+ 2 sin 400𝑡 +

𝜋

3
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