
ΗΥ215 - Εφαρμοσμένα 
Μαθηματικά για Μηχανικούς

ΔΙΑΛΕΞΗ 13Η

• Μετασχηματισμός Fourier Σημάτων Ισχύος
• Αντίστροφος Μετασχ. Fourier
• ΓΧΑ συστήματα στο χώρο του χρόνου και της συχνότητας



Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Μετασχηματισμός Fourier και Απεριοδικά Σήματα Ισχύος

• Γνωρίζουμε ότι τα σήματα ισχύος δεν είναι απολύτως ή τετραγωνικώς
ολοκληρώσιμα, οπότε δεν έχουν Μετασχ. Fourier

• Μπορούμε άραγε να εκμεταλλευτούμε τη χρήση «ιδιαίτερων» συναρτήσεων όπως 
η συνάρτηση Δέλτα για να βρούμε μια τέτοια έκφραση?

• Μπορούμε να γράψουμε ένα απεριοδικό σήμα ισχύος ως

 𝑥 𝑡 = 𝑥0 + 𝑥𝑧 𝑡

με

• 𝑥0 τη μέση τιμή του σήματος (αριθμός) 

𝑥0 = lim
𝑇→∞

1

2𝑇
 

−𝑇

𝑇

𝑥 𝑡 𝑑𝑡

• 𝑥𝑧 𝑡 το υπόλοιπο σήμα μηδενικής μέσης τιμής 

• Τότε 
 𝑋 𝑓 = 𝑥0𝛿 𝑓 + 𝑋𝑧(𝑓)
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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Μετασχηματισμός Fourier και Απεριοδικά Σήματα Ισχύος

• Ως παράδειγμα, για το μετασχ. Fourier του σήματος sgn 𝑡 =  
1, 𝑡 > 0

−1, 𝑡 < 0

• Εύκολα μπορούμε να δείξουμε ότι 𝑥0 = 0

• Άρα 
sgn 𝑡 =  𝑥 𝑡 = 0 + 𝑥𝑧 𝑡 ↔  𝑋 𝑓 = 0 ∙ 𝛿 𝑓 + 𝑋𝑧 𝑓 = 𝑋𝑧 𝑓

• Παραγωγίζοντας το σήμα έχουμε 
d

dt
𝑥𝑧 𝑡 = 2𝛿 𝑡 ↔ 𝑗2𝜋𝑓𝑋𝑧 𝑓 = 2  𝑋𝑍 𝑓 =

1

𝑗𝜋𝑓

σύμφωνα με την ιδιότητα της παραγώγισης του μετασχ. Fourier

• Οπότε 

 𝑋 𝑓 = 𝑋𝑧(𝑓) = 𝐹 sgn 𝑡 =
1

𝑗𝜋𝑓
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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Μετασχηματισμός Fourier και Απεριοδικά Σήματα Ισχύος

• Ως παράδειγμα, βρείτε το μετασχ. Fourier του σήματος 𝑢 𝑡 =  
1, 𝑡 > 0
0, 𝑡 < 0

• Το σήμα 𝑢 𝑡 γράφεται ως 

𝑢 𝑡 =
1

2
+

1

2
sgn(𝑡)

• Άρα 

𝐹 𝑢 𝑡 = 𝐹
1

2
+ 𝐹

1

2
sgn 𝑡 =

1

2
𝛿 𝑓 +

1

𝑗2𝜋𝑓

• Οπότε 

𝐹{𝑢 𝑡 =
1

2
𝛿 𝑓 +

1

𝑗2𝜋𝑓
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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Ζεύγη Μετασχηματισμού Fourier
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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Αντίστροφος Μετασχηματισμός Fourier

• Για την αντίστροφη διαδικασία εύρεσης του σήματος στο χρόνο από το μετασχ. 
Fourier του, συνήθως ακολουθούμε τις παρακάτω μεθόδους:

o Χρήση του ορισμού

𝑥 𝑡 =  

−∞

+∞

𝑋 𝑓 𝑒𝑗2𝜋𝑓𝑡𝑑𝑓

o Χρήση ιδιοτήτων (π.χ. δυϊκότητα)

o Χρήση πινάκων γνωστών μετασχηματισμών

ενώ χρησιμοποιείται συχνά η τεχνική του αναπτύγματος σε μερικά κλάσματα
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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Αντίστροφος Μετασχηματισμός Fourier

• Παράδειγμα:

o Έστω ότι γνωρίζετε τα παρακάτω:

 Το σήμα 𝑥(𝑡) είναι πραγματικό και έχει μόνο θετικές τιμές

 Ισχύει 
𝐹−1 2 + 𝑗2𝜋𝑓 𝑋 𝑓 = 𝐴𝑒−3𝑡𝑢 𝑡 , 𝐴 ∈ ℜ

 Ισχύει 

 
−∞

+∞

𝑋 𝑓 2𝑑𝑓 =
4

15

Βρείτε το 𝑥(𝑡)
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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Αντίστροφος Μετασχηματισμός Fourier

• Παράδειγμα:
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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Αντίστροφος Μετασχηματισμός Fourier

• Παράδειγμα:
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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• ΓΧΑ Συστήματα

• Σκεφτείτε πόσες πιθανές είσοδοι υπάρχουν σε ένα σύστημα!

• Θα θέλαμε να μπορούμε να βρίσκουμε την έξοδο για κάθε είσοδο με έναν ενιαίο 
τρόπο

• Προς αυτήν την κατεύθυνση θα εισάγουμε την έννοια της κρουστικής απόκρισης 
(impulse response)

• Η κρουστική απόκριση είναι η έξοδος ενός συστήματος όταν στην είσοδό του 
εμφανίζεται η συνάρτηση Δέλτα

• Συμβολισμός: ℎ(𝑡)
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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Πώς μπορούμε να βρούμε την έξοδο 𝑦(𝑡) ενός ΓΧΑ συστήματος?

• Δείτε την παρακάτω ακολουθία:

a) κρουστική απόκριση : 
𝛿 𝑡 → ℎ 𝑡

b) χρονική αμεταβλητότητα: 
𝛿 𝑡 − 𝜏 → ℎ 𝑡 − 𝜏

c) γραμμικότητα: 
𝑥 𝜏 𝛿 𝑡 − 𝜏 → 𝑥 𝜏 ℎ 𝑡 − 𝜏

d) γραμμικότητα: 

 
−∞

+∞

𝑥 𝜏 𝛿 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏 →  
−∞

+∞

𝑥 𝜏 ℎ 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏

e) Έξοδος ΓΧΑ συστήματος για είσοδο 𝑥(𝑡): 

𝑥 𝑡 =  
−∞

+∞

𝑥 𝜏 𝛿 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏 → 𝑦 𝑡 =  
−∞

+∞

𝑥 𝜏 ℎ 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏
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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς
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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Το ολοκλήρωμα

 
−∞

+∞

𝑥 𝜏 𝛿 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏

είναι πολύ σημαντικό και η πράξη που εκτελεί ονομάζεται συνέλιξη μεταξύ του 𝑥(𝑡)
και του 𝛿(𝑡)

• Η πράξη αυτή συμβολίζεται με τον τελεστή ∗ : 𝑥 𝑡 ∗ 𝛿(𝑡)
• Από ιδιότητες της συνάρτησης Δέλτα ξέρουμε ότι το παραπάνω ολοκλήρωμα ισούται με 

𝑥(𝑡), δηλ.

𝑥 𝑡 = 𝑥 𝑡 ∗ 𝛿 𝑡

• Η πράξη της συνέλιξης μπορεί να οριστεί μεταξύ οποιωνδήποτε σημάτων:

𝑐 𝑡 = 𝑥 𝑡 ∗ 𝑦 𝑡 =  
−∞

+∞

𝑥 𝜏 𝑦 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏

• Η έξοδος ενός ΓΧΑ συστήματος δίνεται από τη συνέλιξη της εισόδου του με την 
κρουστική απόκριση του συστήματος

𝑦 𝑡 =  
−∞

+∞

𝑥 𝜏 ℎ 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏 = 𝑥 𝑡 ∗ ℎ(𝑡)
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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Ας εξετάσουμε την πράξη της συνέλιξης 

• Η συνέλιξη έχει ορισμένες ενδιαφέρουσες ιδιότητες

• Όλες αποδεικνύονται με τον ορισμό της

• Η συνέλιξη φημίζεται για τη δυσκολία της ως πράξη
• Ας δούμε πόσο απλή είναι τελικά 
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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Συνέλιξη

• Έστω δυο σήματα 𝑥 𝑡 , 𝑦(𝑡) των οποίων ζητούμε τη συνέλιξη  −∞

+∞
𝑥 𝜏 𝒚 𝒕 − 𝝉 𝑑𝜏

• Η πράξη της συνέλιξης ζητά ένα εκ των δυο σημάτων να υποστεί χρονική 
αντιστροφή και στη συνέχεια χρονική μετατόπιση
• Έστω ότι το 𝑦(𝑡) θα είναι αυτό το σήμα

© Καφεντζής Γιώργος, PhD
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𝑡 − 4 𝑡 − 1

𝑦(𝑡 − 𝜏) Μετατόπιση

𝑥(𝜏) 𝑦(𝜏)

𝜏 𝜏



• Συνέλιξη

• Τοποθετούμε τα δυο σήματα σε κοινό άξονα 𝜏′𝜏 και ολισθαίνουμε το 𝑦(𝑡 − 𝜏) από 
το −∞ ως το +∞

• Στην παραπάνω περίπτωση
𝑡 − 1 < 0 ⇒ 𝑡 < 1

και 
𝑐 𝑡 = 0

αφού τα δυο σήματα δε «ζουν» σε κοινό διάστημα

• Αυτό θα πάψει να συμβαίνει όταν το 𝑦(𝑡 − 𝜏) πλησιάσει το 𝑥(𝜏) έτσι ώστε το δεξί 
«άκρο» του περάσει το 𝑡 = 0…
• …που είναι το αριστερό «άκρο» του 𝑥(𝜏)

Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς
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• Συνέλιξη

• Συνεχίζουμε την ολίσθηση…

• Στην παραπάνω περίπτωση

𝑡 − 4 < 0 και 𝑡 − 1 > 0 ⇒ 1 < 𝑡 < 4

και 

𝑐 𝑡 =  
0

𝑡−1

𝑥 𝜏 𝑦 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏

• Το παραπάνω αποτέλεσμα ισχύει μόνο στο διάστημα (1, 4)

• Υπάρχει μια ακόμα περίπτωση…

Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς
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• Συνέλιξη

• Συνεχίζουμε την ολίσθηση…

• Στην παραπάνω περίπτωση
𝑡 − 4 > 0 ⇒ 𝑡 > 4

και 

𝑐 𝑡 =  
𝑡−4

𝑡−1

𝑥 𝜏 𝑦 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏

• Το παραπάνω αποτέλεσμα ισχύει μόνο στο διάστημα (4, +∞)

• Άλλες περιπτώσεις δεν υπάρχουν

• Η λύση που περιγράφηκε ονομάζεται γραφική λύση συνέλιξης

Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς
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• Συνέλιξη

• Παράδειγμα

o Υπολογίστε τη συνέλιξη των σημάτων 𝑥 𝑡 = 𝑒−𝑡𝑢(𝑡),   𝑦 𝑡 = 𝑒− 𝑡−2 𝑢(𝑡 − 2)

• Διακρίνουμε 2 περιπτώσεις

Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς
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2

1

𝜏0

𝑦 𝜏 = 𝑒−(𝜏−2)𝑢(𝜏 − 2)

𝑡

𝑥 𝑡 − 𝜏 = 𝑒−(𝑡−𝜏)𝑢(𝑡 − 𝜏)

…

2

1

𝜏0

𝑒−(𝜏−2)𝑢(𝜏 − 2)

𝑡

𝑒−(𝑡−𝜏)𝑢(𝑡 − 𝜏)

…

(α)

2

1

𝜏0

𝑒−(𝜏−2)𝑢(𝜏 − 2)

𝑡

𝑒−(𝑡−𝜏)𝑢(𝑡 − 𝜏)

…

(β)



• Συνέλιξη

• Παράδειγμα

Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς
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• Συνέλιξη

• Παράδειγμα

o Υπολογίστε τη συνέλιξη των σημάτων 𝑥 𝑡 = 𝑒−𝑡𝑢(𝑡),   𝑦 𝑡 = 𝑒− 𝑡−2 𝑢(𝑡 − 2) με 
την αλγεβρική μέθοδο

Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς
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• Συνέλιξη

• Παράδειγμα

o Υπολογίστε τη συνέλιξη των σημάτων 𝑥 𝑡 = rect
𝑡

2
και 𝑦 𝑡 = 𝑥(2𝑡 − 2)

Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς
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• Συνέλιξη

• Συνέλιξη με συναρτήσεις Δέλτα

• Από τις βασικές ιδιότητες της συνάρτησης Δέλτα έχουμε ότι η συνέλιξη ενός 
σήματος με μια συνάρτηση Δέλτα της μορφής 

𝛿 𝑡 − 𝑡0

δίνει το ίδιο σήμα μετατοπισμένο κατά 𝑡0, δηλ.

𝑥 𝑡 ∗ 𝛿 𝑡 − 𝑡0 =  
−∞

+∞

𝑥 𝜏 𝛿 𝑡 − 𝜏 − 𝑡0 𝑑𝜏 = 𝑥 𝜏  
𝜏=𝑡−𝑡0

= 𝑥 𝑡 − 𝑡0
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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Συστήματα και Μετασχηματισμός Fourier

• Έστω ότι έχουμε ένα ΓΧΑ σύστημα με κρουστική απόκριση ℎ(𝑡)

• Αν στην είσοδο εμφανιστεί το σήμα 𝑥 𝑡 = 𝐴𝑒𝑗𝜙 𝑒𝑗2𝜋𝑓0𝑡 , 𝐴 > 0, 𝜑 ∈ −𝜋, 𝜋
τότε η έξοδος θα είναι

𝑦 𝑡 = 𝑥 𝑡 ∗ ℎ 𝑡 =  
−∞

+∞

ℎ 𝜏 𝑥 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏 = 𝐴𝑒𝑗𝜙  
−∞

+∞

ℎ 𝜏 𝑒𝑗 2𝜋𝑓0 𝑡−𝜏 𝑑𝜏

= 𝐴𝑒𝑗𝜙𝑒𝑗2𝜋𝑓0𝑡  
−∞

+∞

ℎ 𝜏 𝑒−𝑗2𝜋𝑓0𝜏𝑑𝜏

𝐻(𝑓0)

= 𝐻 𝑓0 𝐴𝑒𝑗𝜙𝑒𝑗2𝜋𝑓0𝑡

= 𝐻 𝑓0 𝑥(𝑡)

• Προφανώς ο συντελεστής 𝐻 𝑓0 της εξόδου δεν είναι άλλος από το μετασχηματισμό 
Fourier της κρουστικής απόκρισης για την τιμή 𝑓0 του μετασχηματισμού

• Η είσοδος περνά αυτούσια στην έξοδο και απλά πολλαπλασιάζεται με έναν μιγαδικό 
αριθμό!!

© Καφεντζής Γιώργος, PhD

HY215 - Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς Πανεπιστήμιο Κρήτης, Τμήμα Επιστήμης Υπολογιστών

Εαρινό Εξάμηνο 2018-2019 Καφεντζής Γιώργος, PhD



Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Συστήματα και Μετασχηματισμός Fourier

• Το σήμα 𝑥 𝑡 = 𝐴𝑒𝑗(2𝜋𝑓0𝑡+𝜑) ονομάζεται ιδιοσυνάρτηση (eigenfunction) του 
συστήματος

• Η τιμή 𝐻(𝑓0) ονομάζεται ιδιοτιμή του συστήματος

• Ο μετασχ. Fourier της κρουστικής απόκρισης ονομάζεται απόκριση σε συχνότητα ή 
συχνοτική απόκριση (frequency response)

• Αν τη γράψουμε σε πολική μορφή

𝐻 𝑓 = 𝐻 𝑓 𝑒𝑗𝜙ℎ 𝑓

τότε ονομάζουμε: 

o Απόκριση πλάτους – magnitude response : 𝐻 𝑓

o Απόκριση φάσης – phase response : 𝜙ℎ 𝑓

• Η απόκριση πλάτους περιγράφει πως επηρεάζει το σύστημα το πλάτος της εισόδου 

• Η απόκριση φάσης περιγράφει πως επηρεάζει το σύστημα τη φάση της εισόδου
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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Συστήματα και Μετασχηματισμός Fourier

• Η απόκριση πλάτους περιγράφει πως επηρεάζει το σύστημα το φάσμα πλάτους της 
εισόδου 

• Η απόκριση φάσης περιγράφει πως επηρεάζει το σύστημα το φάσμα φάσης της 
εισόδου

• Ας το δούμε:

• Έξοδος ΓΧΑ συστήματος: 𝑦 𝑡 = 𝑥 𝑡 ∗ ℎ 𝑡

• Στο χώρο της συχνότητας: 𝑌 𝑓 = 𝑋 𝑓 𝐻(𝑓)

• Πολική μορφή:

𝑌 𝑓 𝑒𝑗𝜙𝑦 𝑓 = 𝑋 𝑓 𝑒𝑗𝜙𝑥(𝑓) 𝐻 𝑓 𝑒𝑗𝜙ℎ(𝑓)

= 𝑋 𝑓 𝐻 𝑓 𝑒𝑗 𝜙𝑥 𝑓 +𝜙ℎ 𝑓

• Προφανώς
𝑌 𝑓 = 𝑋 𝑓 𝐻 𝑓

𝜙𝑦 𝑓 = 𝜙𝑥 𝑓 + 𝜙ℎ(𝑓)
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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Συστήματα και Μετασχηματισμός Fourier

• Παράδειγμα στο φάσμα πλάτους
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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Συστήματα και Μετασχηματισμός Fourier

• Παράδειγμα στο φάσμα φάσης
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Εφαρμοσμένα Μαθηματικά για Μηχανικούς

• Συστήματα και Μετασχηματισμός Fourier

𝑌 𝑓 = 𝑋 𝑓 𝐻 𝑓

𝜙𝑦 𝑓 = 𝜙𝑥 𝑓 + 𝜙ℎ(𝑓)

• Η απόκριση πλάτους επηρεάζει το φάσμα πλάτους της εισόδου πολλαπλασιαστικά

• Η απόκριση φάσης επηρεάζει το φάσμα φάσης της εισόδου αθροιστικά

• Για μια πραγματική κρουστική απόκριση, η απόκριση συχνότητας της έχει τις 
γνωστές ιδιότητες συμμετρίας πραγματικού και φανταστικού μέρους καθώς και 
αποκρίσεων πλάτους και φάσης

• Άρτιο πραγματικό μέρος – Άρτια απόκριση πλάτους

• Περιττό φανταστικό μέρος – Περιττή απόκριση φάσης
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