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1 Μιγαδικοί - Σχεσεις Euler

• a+ jb = ρejθ, ρ =
√
a2 + b2, θ = tan−1 b

a

• ejθ = cos(θ) + j sin(θ)

• |ejθ| = 1, ∀θ

• cos(θ) =
ejθ + e−jθ

2
, sin(θ) =

ejθ − e−jθ

2j

• e±jπ = −1, e±jπ/2 = ±j = ∓1

j

• e±j2πk = 1, e±jπk = (−1)k

2 Σήµατα

Ενέργεια : Ex =

∫ +∞

−∞
|x(t)|2dt

Ισχύς : Px = lim
T→+∞

1

2T

∫ T

−T
|x(t)|2dt

Ισχύς περιοδικού σήµατος : Px =
1

T0

∫
T0

|x(t)|2dt

2.1 Συνάρτηση ∆έλτα

•
∫ ∞
−∞

δ(t)dt = 1

•
∫ ∞
−∞

x(t)δ(t± t0)dt = x(∓t0)

• δ(t− t0) ∗ x(t− t1) = x(t− t0 − t1)

• x(t)δ(t± t0) = x(∓t0)δ(t± t0)

2.2 Βηµατική Συνάρτηση

• u(t) =

{
1, t > 0

0, t < 0

•
d

dt
u(t) = δ(t)

•
∫ t

−∞
δ(τ)dτ = u(t)

2.3 Παλµοί

• Arect(t/T ) =

{
A, −T/2 < t < T/2

0, αλλού

• Atri(t/T ) =

{
A(1− |t|/T ), −T < t < T

0, αλλού

3 Ηµίτονα

• x(t) = A cos(2πf0t+ φ) = A<{ej(2πf0t+φ)}

– Περίοδος : T0 = 1
f0

– Συχνότητα: f0 = 1
T0

• Για πραγµατικά σήµατα:

– Φάσµα πλάτους : άρτια συνάρτηση

– Φάσµα ϕάσης : περιττη συνάρτηση

• x(t) =

N∑
k=0

Ak cos(2πfkt+ φk)

– Περιοδικό αν fi
fj
, i 6= j είναι λόγος ακεραίων

– Περίοδος (αν υπάρχει): T0 = ΕΚΠ{Tk} ή f0 = ΜΚ∆{fk}

– Ισχύς : Px = A2
0 +

∑N
k=1

A2
k
2

4 Σειρές Fourier

• Εκθετική σειρά Fourier:

– x(t) =

∞∑
k=−∞

Xke
j2πkf0t

– Xk =
1

T0

∫ T0

0

x(t)e−j2πkf0tdt

– Xk = |Xk|ej∠Xk

– X0 =
1

T0

∫ T0

0

x(t)dt ∈ <, όταν x(t) ∈ <.

• Τριγωνοµετρική σειρά Fourier:

– x(t) = A0 +

∞∑
k=1

Ak cos(2πkf0t+ φk)

– A0 = X0

– Ak = 2|Xk|
– φk = ∠Xk

•
∫ T0

0

ej2πk/T0tdt =

{
0, k 6= 0

T0, k = 0

5 Μετασχηµατισµός Fourier

• X(f) =

∫ ∞
−∞

x(t)e−j2πftdt

• x(t) =

∫ ∞
−∞

X(f)ej2πftdf

• X(f) = |X(f)|ej∠X(f)
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Ιδιότητες σειρών Fourier

Περιοδικό σήµα Συντελεστές Fourier

x(t) µε T0 Xk

y(t) µε T0 Yk

Ax(t) +By(t) AXk +BYk

x(t− t0) Xke
−jk2πf0t0

ej2πMf0tx(t) Xk−M

x∗(t) X∗−k

x(−t) X−k

x(at), a > 0 Xk, µε περίοδο T0/a∫
T0

x(τ)y(t− τ)dτ T0XkYk

x(t)y(t)

∞∑
l=−∞

XlYk−l

dx(t)

dt
jk2πf0Xk∫ t

−∞
x(τ)dτ

Xk
jk2πf0

x(t) ∈ <



Xk = X∗−k,

<{Xk} = <{X−k},
={Xk} = −={X−k},
|Xk| = |X−k|,
∠Xk = −∠X−k

xe(t) = Ev{x(t)}, x(t) ∈ < <{Xk}
xo(t) = Od{x(t)}, x(t) ∈ < j={Xk}

1

T0

∫ T0

0

|x(t)|2dt
∞∑

k=−∞

|Xk|2

Πίνακας Σειρών Fourier

Περιοδικό σήµα Συντελεστές Fourier

x(t) =

{
A, 0 < t < T0

2

−A, T0
2
< t < T0

Xk =
2A

πk
e−jπ/2, k περιττά

x(t) =

{
A, 0 < t < T0

2

0, T0
2
< t < T0

Xk =
A

πk
e−jπ/2, k περιττά

x(t) =
2A

T0
t, −T0

2
< t <

T0

2
Xk =

A

πk
(−1)kejπ/2

x(t) = Atri
(

t
T0
2

)
, −T0

2
< t < T0

2
Xk =

2A

π2k2
, k περιττά

x(t) =

+∞∑
k=−∞

δ(t− kT0) Xk =
1

T0

• |X(f)| =
√
<2(f) + =2(f), ∠X(f) = tan−1 =(f)

<(f)

• Xk =
1

T0
X(f)

∣∣
f=kf0

6 Συστήµατα

• Συνέλιξη : cxy(t) =

∫ ∞
−∞

x(τ)y(t− τ)dτ

• ΄Εξοδος συστήµατος Ι :

y(t) = x(t) ∗ h(t)←→ Y (f) = X(f)H(f)

Ιδιότητες µετασχηµατισµού Fourier

Σήµα Μετασχηµατισµός Fourier

x(t) X(f)

y(t) Y (f)

Ax(t) +By(t) AX(f) +BY (f)

x(t± t0) X(f)e±j2πft0

e±j2πf0tx(t) X(f ∓ f0)

x∗(t) X∗(−f)

x(−t) X(−f)

x(at)
1

|a|X
(f
a

)
x(t) ∗ y(t) X(f)Y (f)

X(t) x(−f)

x(t)y(t) X(f) ∗ Y (f)

dnx(t)

dtn
(j2πf)nX(f)∫ t

−∞
x(τ)dτ

X(f)

j2πf
+
X(0)δ(f)

2

x(t) ∈ <



X(f) = X∗(−f),

<{X(f)} = <{X(−f)},
={X(f)} = −={X(−f)},
|X(f)| = |X(−f)|,
∠X(f) = −∠X(−f)

xe(t) = Ev{x(t)}, x(t) ∈ < <{X(f)}
xo(t) = Od{x(t)}, x(t) ∈ < j={X(f)}∫ ∞

−∞
|x(t)|2dt

∫ ∞
−∞
|X(f)|2df

• ΄Εξοδος συστήµατος ΙΙ : Αν η είσοδος αναπτύσσεται σε άθροισµα
ηµιτόνων,

y(t) = X0H(0) +

+∞∑
k=1

2|Xk||H(fk)| cos(2πfkt+ φk + θ(fk))

µε H(f) = |H(f)|ejθ(f)

• Κρουστική απόκριση h(t): Η έξοδος ενός συστήµατος όταν στην
είσοδό του εµφανίζεται η συνάρτηση δ(t).

7 Συσχέτιση

7.1 Σήµατα Ενέργειας

• Ετεροσυσχέτιση:

φxy(τ) =

∫ ∞
−∞

x∗(t)y(τ + t)dt

• Αυτοσυσχέτιση:

φx(τ) =

∫ ∞
−∞

x∗(t)x(τ + t)dt

7.2 Σήµατα Ισχύος

• Ετεροσυσχέτιση:

φxy(τ) = lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T
x∗(t)y(τ + t)dt

• Αυτοσυσχέτιση:

φx(τ) = lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T
x∗(t)x(τ + t)dt
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Ζεύγη µετασχηµατισµού Fourier

Σήµα Μετασχηµατισµός Fourier
∞∑

k=−∞

Xke
j2πkf0t

∞∑
k=−∞

Xkδ(f − kf0)

e±j2πf0t δ(f ∓ f0)

cos(2πf0t)
1

2
δ(f − f0) +

1

2
δ(f + f0)

sin(2πf0t)
1

2j
δ(f − f0)− 1

2j
δ(f + f0)

1 δ(f)

Arect
(
t
T

)
AT sinc(fT )

Atri
(
t
T

)
AT sinc2(fT )

∞∑
k=−∞

δ(t− kT )
1

T

∞∑
k=−∞

δ
(
f − k 1

T

)
δ(t) 1

sgn(t)
1

jπf

u(t)
1

2
δ(f) +

1

j2πf

e−a|t|, <{a} > 0
2a

4π2f2 + a2

e−atu(t), <{a} > 0
1

a+ j2πf

eatu(−t), <{a} > 0
1

a− j2πf
tn−1

(n−1)!
e−atu(t), <{a} > 0

1

(a+ j2πf)n

− tn−1

(n−1)!
eatu(−t), <{a} > 0

1

(a− j2πf)n

e−at cos(2πf0t)u(t), <{a} > 0
a+ j2πf

(2πf0)2 + (a+ j2πf)2

e−at sin(2πf0t)u(t), <{a} > 0
2πf0

(2πf0)2 + (a+ j2πf)2

7.3 Περιοδικά Σήµατα

• Ετεροσυσχέτιση:

φxy(τ) =
1

T0

∫ T0

0

x∗(t)y(τ + t)dt =

∞∑
k=−∞

X∗kYke
j2πkf0τ

• Αυτοσυσχέτιση:

φx(τ) =
1

T0

∫ T0

0

x∗(t)x(τ + t)dt =

∞∑
k=−∞

|Xk|2ej2πkf0τ

• φx(τ) =
1

T0
φx(τ, T0) ∗

+∞∑
k=−∞

δ(τ − kT0)

• φx(0) = Eσε µια περίοδο = Px =

∞∑
k=−∞

|Xk|2

7.4 Φασµατικές Πυκνότητες

• Φxy(f) = X∗(f)Y (f)

• Φx(f) = |X(f)|2

• φx(0) =

∫ ∞
−∞

Φx(f)df =

∫ +∞

−∞
x2(t)dt = Eσήµατος ενέργειας

• Φx(f) =
1

T 2
0

Φx(f, T0)
]
f=kf0

δ(f − kf0)

8 Μετασχηµατισµός Laplace

• X(s) =

∫ ∞
−∞

x(t)e−stdt

• x(t) =
1

2πj

∫ σ+j∞

σ−j∞
X(s)estds

• Θεώρηµα της αρχικής τιµής : x(0+) = lim
s→∞

sX(s)

• Θεώρηµα της τελικής τιµής : lim
t→∞

x(t) = lim
s→0

sX(s)

• X(s)
∣∣∣
σ=0

=

∫ ∞
−∞

x(t)e−(0+j2πf)tdt = X(f), σ = 0 ∈ ROC

• Για ένα ΓΧΑ σύστηµα

Y (s) = X(s)H(s), Ry ⊇ RX ∩RH

• Ανάπτυγµα σε Μερικά Κλάσµατα (απλές ϱιζες)

F (x) =
bmx

m + bm−1x
m−1 + · · ·+ b1x+ b0

xn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x+ a0
, m < n

=
P (x)

(x− ρ1)(x− ρ2) · · · (x− ρn)

=
k1

x− ρ1
+

k2
x− ρ2

+ · · ·+ kn
x− ρn

µε ki = (x− ρi)F (x)
∣∣∣
x=ρi

, i = 1, 2, · · · , n

9 Ιδανικά Φίλτρα

• Χαµηλοπερατό µε συχνότητα αποκοπής fc:

H(f) = rect
( f

2fc

)

• Υψιπερατό µε συχνότητα αποκοπής fc:

H(f) = 1− rect
( f

2fc

)

• Ζωνοπερατό µε συχνότητες αποκοπής fc1 , fc2 :

H(f) = rect
(f − fc1+fc2

2

fc2 − fc1

)
+ rect

(f +
fc1+fc2

2

fc2 − fc1

)

• Ζωνοφρακτικό µε συχνότητες αποκοπής fc1 , fc2 :

H(f) = 1−

(
rect

(f − fc1+fc2
2

fc2 − fc1

)
+ rect

(f +
fc1+fc2

2

fc2 − fc1

))

10 ∆ειγµατοληψία

fs > 2fmax ( ή Ts <
1

2fmax
)
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Χρήσιµα Ϲεύγη µετασχηµατισµού Laplace

Σήµα Μετασχηµατισµός Laplace ROC

δ(t) 1 ΄Ολο το s-επίπεδο

cos(2πf0t)u(t)
s

s2 + (2πf0)2
<{s} > 0

sin(2πf0t)u(t)
2πf0

s2 + (2πf0)2
<{s} > 0

Arect
(
t
T

)
A
s

(esT/2 − e−sT/2) όλο το s-επίπεδο

u(t)
1

s
<{s} > 0

−u(−t) 1

s
<{s} < 0

e−atu(t)
1

s+ a
<{s} > −<{a}

−e−atu(−t) 1

s+ a
<{s} < −<{a}

tn−1

(n−1)!
e−atu(t)

1

(s+ a)n
<{s} > −<{a}

− tn−1

(n−1)!
e−atu(−t) 1

(s+ a)n
<{s} < −<{a}

e−at cos(2πf0t)u(t)
s+ a

(s+ a)2 + (2πf0)2
<{s} > −<{a}

e−at sin(2πf0t)u(t)
2πf0

(s+ a)2 + (2πf0)2
<{s} > −<{a}

Ιδιότητες δίπλευρου µετασχηµατισµού Laplace

Σήµα Μετασχηµ. Laplace ROC

x(t) X(s) Rx

y(t) Y (s) Ry

Ax(t) +By(t) AX(s) +BY (s) R ⊇ Rx ∩Ry
x(t− t0) X(s)e−st0 Rx

es0tx(t) X(s− s0) Μετατόπιση του Rx
x∗(t) X∗(s∗) Rx

x(−t) X(−s), −Rx
x(at)

1

|a|X
( s
a

)
Σταθµισµένο Rx

x(t) ∗ y(t) X(s)Y (s) R ⊇ Rx ∩Ry
dx(t)

dt
sX(s) R ⊇ Rx

dnx(t)

dtn
snX(s) R ⊇ Rx

−tx(t)
dX(s)

ds
Rx

tnx(t) (−1)n
dnX(s)

dsn
Rx∫ t

−∞
x(τ)dτ

X(s)

s
R ⊇

(
Rx ∩ {<{s} > 0}

)
Ιδιότητες µονόπλευρου µετασχηµατισµού Laplace

dx(t)

dt
sX(s)− x(0−) R ⊇ Rx

dnx(t)

dtn
snX(s)−

n∑
i=1

sn−i
di−1

dti−1
x(t)

∣∣∣
t=0

Rx∫ t

−∞
x(τ)dτ

X(s)

s
+

1

s

∫ 0−

−∞
x(t)dt R ⊇

(
Rx ∩ {<{s} > 0}

)

Χρήσιµα Ϲεύγη συνέλιξης

x(t) y(t) x(t) ∗ y(t)

x(t) δ(t− T ) x(t− T )

eatu(t) u(t)
1− eat

−a u(t)

u(t) u(t) tu(t)

eatu(t) ebtu(t)
eat − ebt

a− b u(t), a 6= b

eatu(t) eatu(t) teatu(t)

teatu(t) eatu(t)
1

2
t2eatu(t)

tnu(t) eatu(t)
n!eat

an+1
u(t)−

n∑
j=0

n!tn−j

aj+1(n− j)!u(t)

tmu(t) tnu(t)
m!n!

(n+m+ 1)!
tm+n+1u(t)

teatu(t) ebtu(t)
ebt − eat + (a− b)teat

(a− b)2 u(t)

tmeatu(t) tneatu(t)
m!n!

(n+m+ 1)!
tm+n+1eatu(t)

tmeatu(t) tnebtu(t)

m∑
j=0

(−1)jm!(n+ j)!tm−jeat

j!(m− j)!(a− b)!n+j+1
u(t)

a 6= b +

n∑
k=0

(−1)kn!(m+ k)!tn−kebt

k!(n− k)!(b− a)m+k+1
u(t)

eat cos(bt+ θ)u(t) eλtu(t)
cos(θ − φ)eλt − e−at cos(bt+ θ − φ)√

(a+ λ)2 + b2
u(t)

φ = tan−1 −b
a+λ

eatu(t) ebtu(−t) eatu(t) + ebtu(−t)
b− a , <{b} > <{a}

eatu(−t) ebtu(−t) eat − ebt

b− a u(−t)

11 Γενικό τυπολόγιο

• sinc(x) =
sin(πx)

πx
, sinc(x) = sinc(−x), sinc(0) = 1

• cos(−θ) = cos(θ), sin(−θ) = − sin(θ)

• cos(π/2− θ) = sin(θ)

• cos(π ± θ) = − cos(θ)

• cos(π/2 + θ) = − sin(θ)

• sin2(θ) =
1− cos(2θ)

2

• cos2(θ) =
1 + cos(2θ)

2

•
+∞∑

k=−∞

64

π2(2k − 1)2
= 16

• (x2 + 5x+ 4)/(x2 − 4) = 1 + (5x+ 8)/(x2 − 4)
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