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HY-215: Εφαρµοσµένα Μαθηµατικά για Μηχανικούς

Εαρινό Εξάµηνο 2024-25

∆ιδάσκων: Γ. Καφεντζής

Πέµπτη Σειρά Ασκήσεων

Ηµεροµηνία Ανάθεσης : 15/5/2025 Ηµεροµηνία Παράδοσης : 3/6/2025, ως τις 16:00
είτε γραπτά στο γραφείο Η303, είτε ηλεκτρονικά

Οι ασκήσεις µε [⋆] είναι bonus, +10 µονάδες η καθεµία στο ϐαθµό αυτής της
σειράς ασκήσεων (δηλ. µπορείτε να πάρετε µέχρι 110/90 σε αυτή τη σειρά.)

Ασκηση 1 - ΄Εξοδος ΓΧΑ συστήµατος για περιοδική είσοδο

Η κρουστική απόκριση ενός RC κυκλώµατος όπως στο Σχήµα 1 δίνεται ως

Σχήµα 1: Σχήµα ΄Ασκησης 1.

h(t) =
1

RC
e−t/RCu(t) (1)

(αʹ) Βρείτε την απόκριση σε συχνότητα, H(f).

(ϐʹ) Αν RC = 1
2π80 , υπολογίστε την έξοδο του συστήµατος για είσοδο x(t) = 5 cos(2π20t).

(γʹ) Αν στην είσοδο εµφανιστεί ένα περιοδικό σήµα µε συντελεστές εκθετικής Σειράς Fourier

Xk =
1

5
sinc

(
k

5

)
και ϑεµελιώδη συχνότητα f0 = 20 Hz, ποιά µορφή ϑα έχουν οι εκθετικοί συντελεστές Fourier στην έξοδο του
συστήµατος ;

Απ.: (α) H(f) =
1

1 + j2πfRC
, (ϐ) y(t) = 4.8507 cos(2π20t− 0.245), (γ) Xk =

1
5

1 + j k4
sinc

(
k

5

)

Ασκηση 2 - Ο µετασχηµατισµός Laplace

Βρείτε τους µετασχ. Laplace για τα παρακάτω σήµατα µε χρήση ιδιοτήτων και γνωστών Ϲευγών από έτοιµους πίνακες.
Μην ξεχάσετε να ϐρείτε το πεδίο σύγκλισης !

(αʹ) x(t) = 3e−tu(t)− 5e−3tu(t)

(ϐʹ) x(t) = 3e−tu(t) + 2e3tu(−t)

(γʹ) x(t) = δ(t) + 2e−tu(t)
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(δʹ) x(t) = (1− e−t)u(t)

(εʹ) x(t) = cos(2t)u(t) + 2 sin(3t)u(t)

(ϛʹ) x(t) = e−2t cos(3t)u(t)

Ασκηση 3 - Ο αντίστροφος µετασχηµατισµός Laplace

Αποδείξτε τα παρακάτω Ϲεύγη αντίστροφου µετασχ. Laplace αποκλειστικά µε χρήση ιδιοτήτων και πινάκων Ϲευγών
µετασχηµατισµού (ξεκινώντας πάντα από το πεδίο του µετασχ. Laplace):

(αʹ) X(s) =
s+ 1

s(s+ 2)
, σ > 0←→ x(t) =

1

2
u(t) +

1

2
e−2tu(t)

(ϐʹ) X(s) =
s+ 1

s(s2 + 9)
, σ > 0←→ x(t) =

1

9
u(t)− 1

9
cos(3t)u(t) +

1

3
sin(3t)u(t)

(γʹ) X(s) =
5(s− 1)

(s+ 1)(s+ 2)(s− 2)(s− 3)
, −1 < σ < 2←→ x(t) =

(
− 5

6
e−t +

3

4
e−2t

)
u(t) +

( 5

12
e2t − 1

2
e3t

)
u(−t)

(δʹ) X(s) =
s(s+ 1)

(s+ 2)(s+ 3)
, σ > −2←→ x(t) = δ(t) + 2e−2tu(t)− 6e−3tu(t)

Ασκηση 4 - Συνέλιξη

Με χρήση µετασχ. Laplace ϐρείτε τη συνέλιξη των σηµάτων x(t) = e−tu(t) και y(t) = δ(t)− e−2tu(t).

Απ.: cxy(t) = e−2tu(t)

Ασκηση 5 - Μετασχ. Laplace και Συστήµατα Ι

΄Ενα ΓΧΑ σύστηµα για είσοδο x(t) = u(t) επιστρέφει έξοδο

y(t) = (2− 4e−t + 2e−2t)u(t) (2)

(αʹ) Βρείτε τη συνάρτηση µεταφοράς του συστήµατος, H(s).

(ϐʹ) Βρείτε την κρουστική απόκριση, h(t), του συστήµατος.

Απ.: h(t) = (4e−t − 4e−2t)u(t)

(γʹ) Μπορείτε να υπολογίσετε το µετασχ. Fourier, H(f), του συστήµατος µέσω του µετασχ. Laplace; Αν ναι, εξηγήστε
και ϐρείτε τον. Αν όχι, εξηγήστε γιατί.

(δʹ) Βρείτε µια διαφορική εξίσωση η οποία περιγράφει το παραπάνω σύστηµα H(s).

Απ.:
d2

dt2
y(t) + 3

d

dt
y(t) + 2y(t) = 4x(t)

Ασκηση 6 - Μετασχ. Laplace και Συστήµατα ΙΙ

΄Ενα αιτιατό ΓΧΑ σύστηµα περιγράφεται από τη διαφορική εξίσωση

d2

dt2
y(t) + 2

d

dt
y(t) + 2y(t) =

d

dt
x(t) + x(t) (3)

Ελέγξτε αν το σύστηµα αυτό είναι ευσταθές και δείξτε ότιη κρουστική του απόκριση ισούται µε h(t) = e−t cos(t)u(t).
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Ασκηση 7 - Πόλοι και Μηδενικά

Στο Σχήµα 2 ϐλέπετε τέσσερα διαγράµµατα πόλων-µηδενικών, ένα για κάθε ένα µετασχ. Laplace, Xi(s), i = 1, 2, 3, 4.
Για καθένα από αυτά ϐρείτε το πεδίο σύγκλισης αν γνωρίζετε ότι

Σχήµα 2: ∆ιάγραµµα πόλων-µηδενικών ΄Ασκησης 7.

(αʹ) ο µετασχ. Fourier του κάθε σήµατος xi(t) υπάρχει µέσω του ορισµού του.

(ϐʹ) το xi(t) είναι αιτιατό

(γʹ) το xi(t) είναι αντι-αιτιατό

[⋆] Ασκηση 8 - Κυκλώµατα και µετασχ. Laplace

΄Εστω το κύκλωµα του Σχήµατος 3(a) το οποίο δέχεται την είσοδο του Σχήµατος 3(b). Το κύκλωµα περιγράφεται από

Σχήµα 3: Κύκλωµα και σήµα εισόδου ΄Ασκησης 8.

τη διαφορική εξίσωση
d

dt
y(t) + 4y(t) = 4x(t) (4)

µε αρχική συνθήκη y(0−) = −2. Βρείτε την έξοδο του κυκλώµατος.

Απ.: y(t) = (1− 3e−4t)u(t)− (1− e−4(t−2))u(t− 2)
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Ασκηση 9 - ∆ειγµατοληψία Ι

Τα ηµιτονοειδή σήµατα

x1(t) = cos(12πt) (5)
x2(t) = cos(20πt) (6)
x3(t) = cos(44πt) (7)

δειγµατοληπτούνται ιδανικά µε ϱυθµό fs = 16 Hz. ∆είξτε ότι τα τρια σήµατα διακριτού χρόνου xi[n], i = 1, 2, 3 που
λαµβάνουµε είναι τα ίδια.

[⋆] Ασκηση 10 - ∆ειγµατοληψία ΙΙ

΄Εστω το αγαπηµένο σας σήµα
x(t) = Atri(t/T ) (8)

µε µετασχ. Fourier ως
X(f) = AT sinc2(fT ) (9)

Θεωρήστε A = 1 και T = 1 s. ∆ειγµατοληπτούµε το σήµα µε ιδανική δειγµατοληψία µε ϱυθµό fs = 5 Hz.

(αʹ) Σχεδιάστε το δειγµατοληπτηµένο σήµα στο χρόνο, µε ακρίβεια. Ξεκινήστε από t = 0 και δειγµατοληπτήστε οµοι-
όµορφα προς τα ϑετικά και προς τα αρνητικά.

(ϐʹ) Βρείτε µια έκφραση για το ϕάσµα του δειγµατοληπτηµένου σήµατος, Xs(f).

(γʹ) Σχεδιάστε όσο καλύτερα µπορείτε το Xs(f) για −10 ≤ f ≤ 10 Hz.

Ασκηση 11 - ∆ειγµατοληψία ΙΙΙ

Αναφέρετε ποιά από τα παρακάτω σήµατα µπορούν να δειγµατοληπτηθούν χωρίς απώλεια πληροφορίας (aliasing).
Για αυτά που µπορούν, ϐρείτε την ελάχιστη συχνότητα δειγµατοληψίας που µπορεί να χρησιµοποιηθεί. Εξηγήστε
αναλυτικά.

(αʹ) x(t) = u(t)− u(t− 3)

(ϐʹ) x(t) = e−2tu(t)

(γʹ) x(t) = cos(100πt) + 2 sin(150πt)

(δʹ) x(t) = cos(100πt) + 2 sin(150πt) sin(200πt)

(εʹ) x(t) = e−t cos(100πt)u(t)

Για την ηλεκτρονική παράδοση:

Φωτογραφίστε ή γράψτε σε Word/Latex τις απαντήσεις σας και µετατρέψτε τις σε ΕΝΑ ενιαίο αρχειο

PDF. Επισυνάψτε το αρχείο σας σε ένα e-mail και στείλτε το στο:

selisios@csd.uoc.gr

µε τίτλο: [ΗΥ215] Παράδοση 5ης σειράς ασκήσεων

ΣΗΜΑΝΤΙΚΟ : ϐάλτε στο πεδίο Cc: το δικό σας e-mail! ΄Ετσι ϑα λάβετε κι εσείς αντίγραφο της παράδοσής

σας και µπορείτε να ελέγξετε ότι όλα είναι όπως πρέπει. Αν χρειαστεί, επαναλάβετε την παράδοση µε τον

ίδιο τρόπο.


