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Ασκηση 1 - ∆υικότητα

Για το σήµα

x(t) =
1

3 + 2t2
(1)

ϑα χρησιµοποιήσουµε την ιδιότητα της δυικότητας. Γνωρίζουµε ότι

e−a|t|, a > 0←→ 2a

a2 + 4π2f2
(2)

και άρα
2a

a2 + 4π2t2
←→ e−a|−f | = e−a|f |, a > 0 (3)

Χρειάζεται να προσαρµόσουµε λίγο το σήµα µας στο χρόνο για να ταιριάζει µε το παραπάνω. Πολλαπλασιάζοντας
αριθµητή και παρονοµαστή µε 2π2, ϑα είναι

x(t) =
1

3 + 2t2
=

2π2

6π2 + 4π2t2
=

2π2

(
√
6π)2 + 4π2t2

(4)

οπότε ϐρήκαµε, συγκρίνοντας µε τη Σχέση (3), ότι a =
√
6π. Συνεχίζοντας, πρέπει να ϕτιάξουµε τον αριθµητή ώστε

να ισούται µε 2a = 2π
√
6, άρα

x(t) =
π√
6

2π
√
6

(
√
6π)2 + 4π2t2

(5)

Εφαρµόζοντας τη Σχέση (3) στο παραπάνω έχουµε

X(f) =
π√
6
e−

√
6π|f | (6)

Ασκηση 2 - Συνέλιξη στο χρόνο και στη συχνότητα

Η συνέλιξη στο χρόνο ϑα µας δώσει

cxy(t) =
1

2
2

∫ +∞

−∞
e−3τu(τ)e−2(t−τ)u(t− τ)dτ =

∫ t

0
e−3τe−2(t−τ)dτ (7)

= e−2t

∫ t

0
e−τ = e−2t(−e−τ )

∣∣∣t
0
= e−2t(1− e−t) = e−2t − e−3t (8)

για t > 0, οπότε
cxy(t) = (e−2t − e−3t)u(t) (9)

Στο χώρο του Fourier, οι επιµέρους µετασχηµατισµοί είναι

X(f) =
1
2

3 + j2πf
(10)

Y (f) =
2

2 + j2πf
(11)
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και η συνέλιξη στο χρόνο γίνεται γινόµενο στη συχνότητα, οπότε

Cxy(f) = X(f)Y (f) =
1

(2 + j2πf)(3 + j2πf)
(12)

=
A

2 + j2πf
+

B

3 + j2πf
(13)

εφ΄ όσον ο αριθµητής είναι σταθερό πολυώνυµο και ο παρονοµαστής δευτεροβάθµιο (ως προς j2πf ), µε

A =
1

(2 + j2πf)(3 + j2πf)
(2 + j2πf)

∣∣∣
j2πf :=−2

=
1

(3 + j2πf)

∣∣∣
j2πf :=−2

= 1 (14)

B =
1

(2 + j2πf)(3 + j2πf)
(3 + j2πf)

∣∣∣
j2πf :=−3

=
1

(2 + j2πf)

∣∣∣
j2πf :=−3

= −1 (15)

οπότε
Cxy(f) =

1

2 + j2πf
+

−1
3 + j2πf

(16)

Από γνωστά Ϲεύγη έχουµε
cxy(t) = e−2tu(t)− e−3tu(t) = (e−2t − e−3t)u(t) (17)

που είναι η ίδια απάντηση µε αυτή που ϐρήκαµε κάνοντας συνέλιξη.

[⋆] Ασκηση 3 - Αντίστροφος Μετασχ. Fourier Ι

Το σήµα
X(f) = (a+ b)sinc((b− a)f)sinc((b+ a)f) (18)

έχει αντίστροφο µετασχ. Fourier που µπορεί να γραφεί ως

x(t) = (a+ b)F−1{sinc((b− a)f)} ∗ F−1{sinc((b+ a)f)} (19)

λόγω της ιδιότητας ‘‘συνέλιξη στο χρόνο←→ γινόµενο στη συχνότητα’’. Από γνωστά Ϲεύγη ϑα είναι

x(t) = (a+ b)
1

b− a
rect

( t

b− a

)
∗ 1

a+ b
rect

( t

a+ b

)
=

1

b− a

[
rect

( t

b− a

)
∗ rect

( t

a+ b

)]
(20)

Οι περιπτώσεις της συνέλιξης ϕαίνονται στο Σχήµα 1. Συγκεκριµένα,

� Είναι
x(t) = 0, για t+ (b− a)/2 < −(a+ b)/2⇐⇒ t < −b (21)

και
x(t) = 0, για t− (b− a)/2 > (a+ b)/2⇐⇒ t > b (22)

� Είναι

x(t) =

∫ t+(b−a)/2

−(a+b)/2

1

b− a
dτ =

1

b− a
τ
∣∣∣t+(b−a)/2

−(a+b)/2
=

t+ b

b− a
(23)

για t+ (b− a)/2 > −(a+ b)/2 και t− (b− a)/2 < −(a+ b)/2, δηλ. −b < t < −a.

� Είναι

x(t) =

∫ t+(b−a)/2

t−(b−a)/2

1

b− a
dτ =

1

b− a
τ
∣∣∣t+(b−a)/2

t−(b−a)/2
= 1 (24)

για t− (b− a)/2 > −(a+ b)/2 και t+ (b− a)/2 < (a+ b)/2, δηλ. −a < t < a.
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Σχήµα 1: Περιπτώσεις συνέλιξης ΄Ασκησης 3.

� Είναι

x(t) =

∫ (a+b)/2

t−(b−a)/2

1

b− a
dτ =

1

b− a
τ
∣∣∣(a+b)/2

t−(b−a)/2
=
−t+ b

b− a
(25)

για t− (b− a)/2 < (a+ b)/2 και t+ (b− a)/2 > (a+ b)/2, δηλ. a < t < b.

΄Αρα συνολικά

x(t) =


0, t < −b
(t+ b)/(b− a), −b < t < −a
1, −a < t < a
(−t+ b)/(b− a), a < t < b
0, t > b

(26)

Ασκηση 4 - Μετασχ. Fourier και σειρά Fourier

(αʹ) Επιλέγουµε την περίοδο [0, T0) = [0, 1). Το σήµα µας γράφεται ως

x(t, T0) = −at+ a, 0 < t < 1 (27)

Η παράγωγός του ϑα είναι ίση µε
d

dt
x(t, T0) = aδ(t)− arect

(
t− 1

2

1

)
(28)
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µε τη συνάρτηση ∆έλτα να προκύπτει ως παράγωγος της ασυνέχειας του σήµατος στο t = 0. Από γνωστά Ϲεύγη ο
µετασχ. Fourier της παραγώγου του σήµατος ϑα είναι

F

{
d

dt
x(t, T0)

}
= F

{
aδ(t)− arect

(
t− 1

2

1

)}
= a− asinc(f)e−j2πf 1

2 = a− asinc(f)e−jπf (29)

΄Οµως από την ιδιότητα της παραγώγισης

F

{
d

dt
x(t, T0)

}
= j2πfX(f, T0) (30)

Εξισώνοντας τις δυο παραπάνω σχέσεις

j2πfX(f, T0) = a− asinc(f)e−jπf ⇐⇒ X(f, T0) =
a

j2πf
(1− sinc(f)e−jπf ) (31)

(ϐʹ) ∆ειγµατοληπτώντας το µετασχ. Fourier που ϐρήκαµε (και χρησιµοποιώντας ότι T0 = 1), µπορούµε να ϐρούµε
τους συντελεστές Fourier ως

Xk =
1

T0
X(f, T0)

∣∣∣
f=k/T0

(32)

=
1

1
X(f, 1)

∣∣∣
f=k/1

(33)

= X(f, 1)
∣∣∣
f=k

(34)

=
a

j2πk
(1− sinc(k)e−jπk) (35)

Αφού sinc(k) = 0, k ̸= 0, τότε
Xk =

a

j2πk
=

a

2πk
e−jπ/2 (36)

Ασκηση 5 - Αντίστροφος Μετασχ. Fourier ΙΙ

Ο µετασχ. Fourier

X(f) =
4

(j2πf)2 + j18πf + 20
(37)

µπορρεί να γραφεί ως

X(f) =
4

(j2πf)2 + 9j2πf + 20
=

4

u2 + 9u+ 20

∣∣∣
u=j2πf

(38)

ϑέτοντας για ευκολία u = j2πf . Αναπτύσσοντας σε µερικά κλάσµατα, έχουµε

X(f) =
A

u+ 4
+

B

u+ 5
(39)

µε

A =
4

(u+ 4)(u+ 5)
(u+ 4)

∣∣∣
u=−4

=
4

u+ 5

∣∣∣
u=−4

= 4 (40)

B =
4

(u+ 4)(u+ 5)
(u+ 5)

∣∣∣
u=−5

=
4

u+ 4

∣∣∣
u=−5

= −4 (41)

οπότε
X(f) =

4

u+ 4

∣∣∣
u=j2πf

− 4

u+ 5

∣∣∣
u=j2πf

(42)
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και ϑέτοντας ξανά u = j2πf , µε αντίστροφο µετασχ. Fourier να είναι, από γνωστά Ϲεύγη, ως

x(t) = 4e−4tu(t)− 4e−5tu(t) (43)

Ασκηση 6 - Αντίστροφος Μετασχ. Fourier ΙΙΙ

Το σήµα

X(f) =

{
j2πf, |f | < 1
0, αλλού

(44)

µπορεί να γραφεί ως
X(f) = j2πfrect(f/2) (45)

Ο όρος j2πf ϑυµίζει την ιδιότητα
d

dt
z(t)←→ j2πfZ(f) (46)

οπότε αρκεί να ϐρούµε το z(t), τον αντίστρ. µετασχ. Fourier του Z(f) = rect(f/2) που είναι

Z(f) = rect(f/2)←→ z(t) = 2sinc(2t) (47)

οπότε το σήµα στο χρόνο που αντιστοιχεί στο δοθέντα µετασχηµατισµό είναι

x(t) =
d

dt
2sinc(2t) = 2

d

dt

sin(2πt)

2πt
= 2

2π(2πt) cos(2πt)− 2π sin(2πt)

(2πt)2
=

2

t
cos(2πt)− 1

πt2
sin(2πt) (48)

Λύσεις µε άλλες ιδιότητες ή τον ορισµό ϑεωρούνται σωστές.

Ασκηση 7 - ΓΧΑ Συστήµατα και ∆ιαφορικές Εξισώσεις

(αʹ) Εφαρµόζοντας την ιδιότητα της παραγώγισης ϑα έχουµε

(j2πf)2Y (f) + 4j2πfY (f) + 104Y (f) = 2X(f) + j2πfX(f) (49)

(ϐʹ) Παραγοντοποιώντας
Y (f)((j2πf)2 + 4j2πf + 104) = X(f)(2 + j2πf) (50)

(γʹ) Το παραπάνω γράφεται ως

H(f) =
Y (f)

X(f)
=

2 + j2πf

(j2πf)2 + 4j2πf + 104
(51)

(δʹ) Ελέγχοντας το δοθέν Ϲεύγος, δηλ. το

e−at cos(2πf0t)u(t), a > 0←→ a+ j2πf

(a+ j2πf)2 + 4π2f2
0

(52)

µπορούµε να γράψουµε την απόκριση σε συχνότητα ως

H(f) =
2 + j2πf

((j2πf)2 + 4j2πf + 4) + 100
=

2 + j2πf

(2 + j2πf)2 + 102
(53)

οπότε έχουµε a = 2 και 2πf0 = 10. ΄Αρα

h(t) = e−2t cos(10t)u(t) (54)


