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Ασκηση 1 - ∆ιαφορικές Εξισώσεις

(αʹ) Θεωρούµε την οµογενή εξίσωση
d2

dt2
yzi(t) + 4

d

dt
yzi(t) + 3yzi(t) = 0 (1)

µε αρχικές συνθήκες y(0−) = 0, y′(0−) = −1. Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο ϑα είναι

λ2 + 4λ+ 3 (2)

και ϱίζες
λ1 = −1, λ2 = −3 (3)

Η απόκριση µηδενικής εισόδου ϑα είναι της µορφής

yzi(t) = c1e
−t + c2e

−3t, t > 0 (4)

µε

yzi(0
−) = c1 + c2 = 0 (5)

y′zi(0
−) = −c1 − 3c2 = −1 (6)

Λύνοντας το σύστηµα προκύπτει ότι

yzi(t) =

(
−1

2
e−t +

1

2
e−3t

)
u(t) (7)

(ϐʹ) Θεωρούµε το απλό σύστηµα
d2

dt2
y(t) + 4

d

dt
y(t) + 3y(t) = x(t) (8)

µε κρουστική απόκριση ho(t), και µε είσοδο x(t) = δ(t),

d2

dt2
ho(t) + 4

d

dt
ho(t) + 3ho(t) = δ(t) (9)

η οποία µπορεί να λυθεί ϑεωρώντας την οµογενή εξίσωση

d2

dt2
ho(t) + 4

d

dt
ho(t) + 3ho(t) = 0 (10)

µε αρχικές συνθήκες ho(0
+) = 0, h′o(0+) = 1. Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο ϑα είναι

λ2 + 4λ+ 3 (11)

και ϱίζες
λ1 = −1, λ2 = −3 (12)

Η κρουστική απόκριση ϑα είναι της µορφής

ho(t) = c1e
−t + c2e

−3t, t > 0 (13)
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µε

ho(0
+) = c1 + c2 = 0 (14)

ho(0
+) = −c1 − 3c2 = 1 (15)

Λύνοντας το σύστηµα προκύπτει ότι

ho(t) =

(
1

2
e−t − 1

2
e−3t

)
u(t) (16)

Για το αρχικό σύστηµα µε κρουστική απόκριση h(t), ϑα έχουµε

h(t) = 6ho(t) = 3
(
e−t − e−3t

)
u(t) (17)

(γʹ) Η απόκριση µηδενικής κατάστασης δίνεται από τη συνέλιξη της εισόδου και της κρουστικής απόκρισης, δηλ.

yzs(t) = x(t) ∗ h(t) = h(t) ∗ x(t) =
∫ +∞

−∞
h(τ)x(t− τ)dτ (18)

= 3

∫ +∞

−∞
(e−τ − e−3τ )u(τ)e−(t−τ)u(t− τ)dτ (19)

= 3

∫ +∞

−∞
(e−τ − e−3τ )e−(t−τ)u(τ)u(t− τ)dτ (20)

Αφού
u(τ)u(t− τ) = 1, 0 < τ < t (21)

ϑα έχουµε

yzs(t) = 3

∫ +∞

−∞
(e−τ − e−3τ )e−(t−τ)u(τ)u(t− τ)dτ (22)

= 3

∫ t

0
(e−τ − e−3τ )e−(t−τ)dτ (23)

= 3

∫ t

0

(
e−τe−t+τ − e−3τe−t+τ

)
dτ (24)

= 3e−t

∫ t

0
dτ − 3e−t

∫ t

0
e−2τdτ (25)

= 3e−t(t− 0)− 3e−t

(
−1

2
e−2τ

) ∣∣∣t
0

(26)

= 3te−t − 3e−t

(
−1

2
e−2t +

1

2

)
(27)

= 3te−t − 3

2
e−t

(
1− e−2t

)
(28)

(29)

για t > 0, άρα

yzs(t) =

(
3te−t − 3

2
e−t

(
1− e−2t

))
u(t) (30)

(δʹ) Είναι ευσταθές καθώς όλες οι χαρακτηριστικές του ϱίζες είναι αρνητικές.
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Ασκηση 2 - Συνέλιξη

(αʹ) x(t) = rect
(
t−2
4

)
, h(t) = u(t): ∆είτε το Σχήµα 1. ∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις του σχήµατος κι έχουµε:

Σχήµα 1: Σχήµα 1 - ΄Ασκηση 2.

� Είναι

cxy(t) = 0, t < 0 (31)

� Είναι

cxy(t) =

∫ t

0
dτ = τ

∣∣∣t
0
= t (32)

για t− 4 < 0 και t > 0, δηλ. 0 < t < 4.

� Είναι

cxy(t) =

∫ t

t−4
dτ = τ

∣∣∣t
t−4

= t− (t− 4) = 4 (33)

για t− 4 > 0, δηλ. t > 4.

(ϐʹ) x(t) = rect
(
t−3
6

)
, h(t) = rect

(
t−2
4

)
: ∆είτε το Σχήµα 2. ∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις του σχήµατος κι έχουµε:

� Είναι

cxy(t) = 0, t < 0, t > 10 (34)

� Είναι

cxy(t) =

∫ t

0
dτ = τ

∣∣∣t
0
= t (35)

για t− 4 < 0 και t > 0, δηλ. 0 < t < 4.
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Σχήµα 2: Σχήµα 2 - ΄Ασκηση 2.

� Είναι

cxy(t) =

∫ t

t−4
dτ = τ

∣∣∣t
t−4

= t− (t− 4) = 4 (36)

για t− 4 > 0 και t < 6, δηλ. 4 < t < 6.

� Είναι

cxy(t) =

∫ 6

t−4
dτ = τ

∣∣∣6
t−4

= 6− (t− 4) = 10− t (37)

για t− 4 < 6 και t > 6, δηλ. 6 < t < 10.

[⋆] Ασκηση 3 - ∆ιασύνδεση συστηµάτων

(αʹ) Από το σχήµα, αν x(t) = δ(t), τότε εύκολα προκύπτει ότι

y1(t) = h1(t) ∗ δ(t) = h1(t) (38)
w(t) = h2(t) ∗ δ(t) = h2(t) (39)
y2(t) = w(t) ∗ h3(t) = h2(t) ∗ h3(t) (40)
y(t) = heq(t) = y1(t) + y2(t) = h1(t) + (h2(t) ∗ h3(t)) (41)

οπότε τελικά
heq(t) = h1(t) + (h2(t) ∗ h3(t)) (42)
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(ϐʹ) Είναι

heq(t) = e−tu(t) + e−2tu(t) ∗ δ(t− 2) = e−tu(t) + e−2(t−2)u(t− 2) (43)

από γνωστές ιδιότητες της συνάρτησης ∆έλτα.

(γʹ) Η έξοδος ϑα είναι

y(t) = heq(t) ∗ x(t) = (e−tu(t) + e−2(t−2)u(t− 2)) ∗ u(t) (44)

= e−tu(t) ∗ u(t) + e−2(t−2)u(t− 2) ∗ u(t) =
∫ t

0
e−τdτ +

∫ t

2
e−2(τ−2)dτ (45)

= −e−τ
∣∣∣t
0
− e4

1

2
e−2τ

∣∣∣t
2
= −(e−t − 1)− 1

2
e−2t+4 +

1

2
(46)

µε t > 0 στο πρώτο ολοκλήρωµα και t > 2 στο δεύτερο. Οπότε

y(t) =
1

2
(1− e−2(t−2))u(t− 2) + (1− e−t)u(t) (47)

Ασκηση 4 - Προσέγγιση σηµάτων από σήµατα

(αʹ) Θα είνα

c =
1

Ey

∫ 1

0
x(t)y(t)dt (48)

µε

Ey =

∫ 1

0
sin2(2πt)dt =

1

2
(49)

οπότε

c =
1

Ey

∫ 1

0
x(t)y(t)dt = 2

∫ 1

0
t sin(2πt)dt (50)

= − 2

2π
t cos(2πt)

∣∣∣1
0
− 2

∫ 1

0
sin(2πt)dt (51)

= − 1

π
+ 2

1

2π
cos(2πt)

∣∣∣1
0

(52)

= − 1

π
(53)

Τελικά c = −1/π.

(ϐʹ) Η συνάρτηση σφάλµατος είναι

e(t) = t+
1

π
sin(2πt) (54)

και η ενέργεια της είναι

Ee =

∫ 1

0
e2(t)dt =

∫ 1

0

(
t+

1

π
sin(2πt)

)2

dt =

∫ 1

0

(
t2 +

2t

π
sin(2πt) +

1

π2
sin2(2πt)

)
dt (55)

και µετά από πράξεις καταλήγουµε στο

Ee =
1

3
− 1

2π2
(56)

Η συνάρτηση σφάλµατος είναι ορθογώνια µε το y(t) γιατί∫ 1

0
sin(2πt)

(
t+

1

π
sin(2πt)

)
dt = 0 (57)

πράγµα που αποδεικνύεται εύκολα από πράξεις.
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(γʹ) Από τα παραπάνω εύκολα προκύπτει ότι
Ex = c2Ey + Ee (58)

αφού

Ex =
1

3
(59)

και
c2Ey + Ee =

1

π2

1

2
− 1

3
+

1

2π2
=

1

3
(60)

Ασκηση 5 - Σειρές Fourier - Ι

Το σήµα γράφεται ως

x(t) = cos(2π10t) + 0.8 cos(2πt) cos(2π10t) (61)

=
1

2
ej2π10t +

1

2
e−j2π10t + 0.8

(1
2
ej2πt +

1

2
e−j2πt

)(1
2
ej2π10t +

1

2
e−j2π10t

)
(62)

=
1

2
ej2π10t +

1

2
e−j2π10t + 0.8

(1
2
e2π11t +

1

2
e−j2π9t +

1

2
ej2π9t +

1

2
e−j2π11t

)
(63)

=
1

2
ej2π10t +

1

2
e−j2π10t +

2

5
e2π11t +

2

5
e−j2π9t +

2

5
ej2π9t +

2

5
e−j2π11t (64)

Η ϑεµελιώδης συχνότητα f0 ϑα είναι f0 = ΜΚ∆{9, 10, 11} = 1 Hz και άρα η περίοδος ϑα είναι T0 = 1 s.

Ασκηση 6 - Σειρές Fourier - ΙΙ

Κατασκευάζοντας τα αντίστοιχα µιγαδικά εκθετικά Xk = |Xk|ejϕk απο τις ϕασµατικές γραµµές, ϑα είναι

x(t) = 5 + 3ejπ/3ej2πf0t + 3e−jπ/3e−j2πf0t + 4ejπ/4ej2π2f0t + 4e−jπ/4e−j2π2f0t + 3ej2π5f0t + 3e−j2π5f0t (65)

µε f0 = 1/T0 = 1/0.01 = 100 Hz. Οπότε

x(t) = 5 + 3ejπ/3ej2π100t + 3e−jπ/3e−j2π100t + 4ejπ/4ej2π200t + 4e−jπ/4e−j2π200t + 3ej2π500t + 3e−j2π500t (66)

και από τις σχέσεις του Euler, έχουµε

xtrig(t) = 5 + 6 cos(2π100t+ π/3) + 8 cos(2π200t+ π/4) + 6 cos(2π500t) (67)

Ασκηση 7 - Σειρές Fourier - ΙΙΙ

Παρατηρούµε ότι ο όρος X0 µπορεί να υπολογιστεί ως

X0 =
1

T0

∫
T0

x(t)dt =
a

2
(68)

Επιλέγουµε µια περίοδο, έστω την [0, 1). Η κλίση του ευθύγραµµου τµήµατος στο διάστηµα αυτό είναι λ = −a, οπότε
αν παραγωγίσουµε το σήµα µιας περιόδου εχουµε

d

dt
x(t, T0) = −arect(t− 1/2) + aδ(t) (69)

µε τη συνάρτηση ∆έλτα να προκύπτει λόγω της ασυνέχειας στο t = 0. ∆είτε το Σχήµα 3. Βλέπουµε ότι η παράγωγος
αποτελείται από µια σταθερά, X0,d = −a, και από ένα περιοδικό, µε περίοδο T0 = 1, άθροισµα από συναρτήσεις ∆έλτα.
Εύκολα µπορούµε να ϐρούµε τους συντελεστές Fourier της σειράς από συναρτήσεις ∆έλτα που έχουµε στο σχήµα, αφού
γνωρίζουµε από τη ϑεωρία ότι ένα τέτοιο περιοδικό σήµα

xδ(t) =

+∞∑
k=−∞

δ(t− kT0) (70)
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Σχήµα 3: Σχήµα Ασκησης 7.

έχει συντελεστές Fourier ως

Xk,δ =
1

T0
(71)

Αρα οι συντελεστές Fourier της σειράς από συναρτήσεις ∆έλτα που έχουµε στο Σχήµα 3, και η οποία γράφεται ως

xd,δ(t) =
+∞∑

k=−∞
aδ(t− kT0) = a

+∞∑
k=−∞

δ(t− kT0) (72)

ϑα είναι
Xk,d = a · 1

T0
=

a

1
= a, ∀k (73)

Από την ιδιότητα της παραγώγισης/ολοκλήρωσης στο χρόνο έχουµε ότι το αρχικό περιοδικό σήµα x(t) ϑα έχει συντε-
λεστές Fourier

Xk =
Xk,d

j2πkf0
=

a

j2πk
=

a

2πk
e−jπ/2, k ̸= 0 (74)

αφού f0 = 1/T0 = 1 και 1/j = e−jπ/2, και συνολικά

X0 =
a

2
, Xk =

a

2πk
e−jπ/2 (75)

Θα καταλήγατε στο ίδιο αποτέλεσµα µε χρήση έτοιµων σειρών και την ιδιότητα της χρονικής µετατόπισης και αντιστρο-
ϕής (µαζί µε την προσθήκη µιας σταθεράς).


