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΄Ασκηση 1 - ∆ιαφορικές Εξισώσεις

΄Εστω η διαφορική εξίσωση
d2

dt2
y(t) +

5

2

d

dt
y(t) + y(t) = 3

d

dt
x(t) + 3x(t) (1)

ως ένα σύστηµα. Αν y′(0−) = 1, y(0−) = 0, ϐρείτε

(αʹ) το χαρακτηριστικό πολυώνυµο της διαφορικής εξίσωσης και τις χαρακτηριστικές ϱίζες του.

(ϐʹ) την απόκριση µηδενικής εισόδου του συστήµατος, yzi(t).

(γʹ) την κρουστική απόκριση του συστήµατος, h(t).

(δʹ) την απόκριση µηδενικής κατάστασης του συστήµατος, yzs(t), για είσοδο x(t) = u(t).

(εʹ) αν το σύστηµα είναι ευσταθές και δικαιολογήστε.

Απ: (ϐ) yzi(t) =
(
−2

3
e−2t +

2

3
e−t/2

)
u(t), (γ) h(t) =

(
2e−2t + e−t/2

)
u(t), (δ) yzs(t) =

(
3− e−2t − 2e−t/2

)
u(t)

[⋆] ΄Ασκηση 2 - Σειρά Fourier Ι

΄Εστω το περιοδικό σήµα x(t) = | cos(πt)|.

(αʹ) Σχεδιάστε το σήµα (π.χ. στο διάστηµα t ∈ (−4, 4)) και ϐρείτε την περίοδο T0.

(ϐʹ) Υπολογίστε αναλυτικά την εκθετική Σειρά Fourier µέσω του ορισµού των Xk.

(γʹ) Σχεδιάστε το ϕάσµα πλάτους και το ϕάσµα ϕάσης χρησιµοποιώντας µόνο τα k = ±4,±3,±2,±1, 0.

Απ: (ϐ) Xk =
sin

(
π 1−2k

2

)
π(1− 2k)

+
sin

(
π 1+2k

2

)
π(1 + 2k)

΄Ασκηση 3 - Σειρά Fourier ΙΙ

΄Εστω το περιοδικό σήµα x(t) µε περίοδο T0, που ϕαίνεται στο Σχήµα 1. Βρείτε

(αʹ) την περίοδό του, T0

(ϐʹ) τους συντελεστές Fourier του, Xk

Απ: (ϐ) Xk =
2

3
e−jπ/2 sin

(2πk
3

)
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Σχήµα 1: Περιοδικό Σήµα ΄Ασκησης 3.

΄Ασκηση 4 - Σειρές Fourier - Ιδιότητες Ι

΄Εστω ότι για ένα περιοδικό σήµα x(t) µας δίνονται οι παρακάτω πληροφορίες :

� είναι πραγµατικό και άρτιο

� έχει περιόδο T0 = 1 και συντελεστές Fourier Xk

� ισχύει Xk = 0 για |k| ≥ 2

� ισχύει
∫ 1

0
|x(t)|2dt = 1

� ισχύει
∫ 1

0
x(t)dt =

1

2

Βρείτε δυο σήµατα που ικανοποιούν τις παραπάνω προδιαγραφές.

Απ: x(t) = 1
2 ±

√
3
2 cos(2πt)

΄Ασκηση 5 - Σειρές Fourier - Ιδιότητες ΙΙ

΄Εστω x(t) ένα περιοδικό σήµα µε ϑεµελιώδη συχνότητα f0 και συντελεστές Fourier Xk. Πώς σχετίζεται η ϑεµελιώδης
συχνότητα f̂0 του σήµατος

y(t) = x(1− t) + x(t− 1) (2)

µε τη συχνότητα f0 του x(t); Βρείτε επίσης µια σχέση µεταξύ των συντελεστών Fourier Xk του σήµατος x(t) και των Yk
του y(t).

Απ: Yk = e−j2πkf0(X−k +Xk)

΄Ασκηση 6 - Συντελεστές Fourier

Βρείτε την περίοδο και τους συντελεστές Fourier του σήµατος

x(t) = cos4(t) (3)

Απ.: T0 = π, X0 =
3
8 , X1 = X−1 =

1
4 , X2 = X−2 =

1
16
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΄Ασκηση 7 - Μετασχηµατισµός Fourier Ι

Χρησιµοποιείστε τον ορισµό για να ϐρείτε το µετασχ. Fourier των παρακάτω σηµάτων

(αʹ) x1(t) = 2δ
(
t− 1

2

)
, χρησιµοποιώντας ιδιότητες και σχέσεις της συνάρτησης ∆έλτα.

(ϐʹ) x2(t) = rect(t− 6)

(γʹ) x3(t) = e−4tu(t− 1)

(δʹ) x4(t) = 3(u(t)− u(t− 2)). Η σχεδίαση του σήµατος ϑα σας ϐοηθήσει.

(εʹ) x5(t) =

{
At, |t| < T
0, αλλού

. Μπορείτε να χρησιµοποιήσετε το ολοκλήρωµα
∫ b

a
tectdt = ect

(
ct− 1

c2

) ∣∣∣b
a
.

Απ.: (α) X1(f) = 2e−jπf , (ϐ) X2(f) = sinc(f)e−j2π6f , (γ) X3(f) =
e−(j2πf+4)

4+j2πf ,

(δ) X4(f) = 6e−j2πf sinc(2f), (ε) X5(f) = jA
(

T
πf cos(2πfT )− sin(2πfT ) 1

2(πf)2

)

΄Ασκηση 8 - Μετασχηµατισµός Fourier - ΙΙ

Αν ένα σήµα x(t) έχει µετασχ. Fourier X(f), γράψτε κάθε µετασχηµατισµό Y (f) των παρακάτω σηµάτων συναρτήσει
του X(f).

(αʹ) y(t) = x(at− b), a ̸= 0, b ∈ ℜ

(ϐʹ) y(t) =

∫ 2t

−∞
x(τ)dτ

(γʹ) y(t) = tx(2t− 1)

(δʹ) y(t) = ej2tx(t− 1)

(εʹ) y(t) = tx(t) sin(3t)

(ϛʹ) y(t) =
d

dt
x(t) ∗ (e−jtx(t))

Απ.: (α) 1
|a|X

(
f
a

)
e−j2πfb/a, (ϐ) 1

2

(
X(0)δ(f) + X(f/2)

jπf

)
, (γ) 1

4
j
2πX

′
(
f
2

)
e−jπf + 1

4X
(
f
2

)
e−jπf

(δ) X
(
f − 1

π

)
e−j2π(f−(1/π)), (ε) j

2π

(
1
2jX

′ (f − 3
2π

)
− 1

2jX
′ (f + 3

2π

) )
, (στ) j2πfX(f)X

(
f + 1

2π

)
.


