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΄Ασκηση 1 - ∆ιαφορικές Εξισώσεις

΄Εστω η διαφορική εξίσωση
d2

dt2
y(t) +

5

2

d

dt
y(t) + y(t) = 3

d

dt
x(t) + 3x(t) (1)

ως ένα σύστηµα. Αν y′(0−) = 1, y(0−) = 0, ϐρείτε

(αʹ) Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο της διαφορικής εξίσωσης είναι

λ2 +
5

2
λ+ 1 (2)

και οι χαρακτηριστικές ϱίζες του είναι

λ2 +
5

2
λ+ 1 = 0⇐⇒ (λ+ 2)(λ+

1

2
) = 0 =⇒ λ1 = −2, λ2 = −

1

2
(3)

(ϐʹ) Η απόκριση µηδενικής εισόδου ϑα είναι της µορφής

yzi(t) = c1e
−2t + c2e

−t/2, t > 0 (4)

Χρησιµοποιώντας τις αρχικές συνθήκες

yzi(0
−) = 0⇐⇒ c1 + c2 = 0 (5)

y′zi(0
−) = 1⇐⇒ −2c1 −

1

2
c2 = 0 (6)

και λύνοντας το σύστηµα παίρνουµε c1 = −2
3 και c2 = 2

3 , οπότε

yzi(t) = −
2

3
e−2t +

2

3
e−t/2, t > 0 (7)

=

(
−2

3
e−2t +

2

3
e−t/2

)
u(t) (8)

(γʹ) ΄Εστω το σύστηµα
d2

dt2
y(t) +

5

2

d

dt
y(t) + y(t) = x(t) (9)

Η κρουστική του απόκριση ϑα είναι της µορφής

ho(t) = a1e
−2t + a2e

−t/2, t > 0 (10)

Χρησιµοποιώντας τις ψευδο-αρχικές συνθήκες

ho(0
+) = 0⇐⇒ a1 + a2 = 0 (11)

h′o(0
+) = 1⇐⇒ −2a1 −

1

2
a2 = 0 (12)

και λύνοντας το σύστηµα παίρνουµε a1 = −2
3 και a2 = 2

3 , οπότε

ho(t) = −
2

3
e−2t +

2

3
e−t/2, t > 0 (13)
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=

(
−2

3
e−2t +

2

3
e−t/2

)
u(t) (14)

Για το σύστηµα της εκφώνησης, η κρουστική απόκριση ϑα είναι

h(t) = 3h′o(t) + 3ho(t) = 3

((
−2

3
e−2t +

2

3
e−t/2

)
u(t)

)′
+ 3

(
−2

3
e−2t +

2

3
e−t/2

)
u(t) (15)

= 3

(
−2

3
e−2t +

2

3
e−t/2

)′
u(t) + 3

(
−2

3
e−2t +

2

3
e−t/2

)
u′(t) + 3

(
−2

3
e−2t +

2

3
e−t/2

)
u(t) (16)

= 3

(
4

3
e−2t − 1

3
e−t/2

)
u(t) + 3

(
−2

3
e−2t +

2

3
e−t/2

)
δ(t) +

(
−2e−2t + 2e−t/2

)
u(t) (17)

= 3

(
4

3
e−2t − 1

3
e−t/2

)
u(t) + 3

(
−2

3
e0 +

2

3
e0
)
δ(t) +

(
−2e−2t + 2e−t/2

)
u(t) (18)

= 3

(
4

3
e−2t − 1

3
e−t/2

)
u(t) +

(
−2e−2t + 2e−t/2

)
u(t) (19)

=
(
4e−2t − e−t/2

)
u(t) +

(
−2e−2t + 2e−t/2

)
u(t) (20)

=
(
2e−2t + e−t/2

)
u(t) (21)

(δʹ) Η απόκριση µηδενικής κατάστασης του συστήµατος, yzs(t), για είσοδο x(t) = u(t) δινεται από τη συνέλιξη της
κρουστικής απόκρισης και της εισόδου, οπότε

yzs(t) = x(t) ∗ h(t) =
∫ +∞

−∞
x(τ)h(t− τ)dτ =

∫ +∞

−∞
h(τ)x(t− τ)dτ (22)

=

∫ +∞

−∞

((
2e−2τ + e−τ/2

)
u(τ)

)
u(t− τ)dτ (23)

= 2

∫ +∞

−∞
e−2τu(τ)u(t− τ)dτ +

∫ +∞

−∞
e−τ/2u(τ)u(t− τ)dτ (24)

= 2

∫ t

0
e−2τdτ +

∫ t

0
e−τ/2dτ (25)

γιατί u(τ)u(t− τ) = 1 για 0 < τ < t. Οπότε

yzs(t) = 2

∫ t

0
e−2τdτ +

∫ t

0
e−τ/2dτ (26)

= −1

2
2e−2τ

∣∣∣t
0
− 2e−τ/2

∣∣∣t
0

(27)

= −e−2τ
∣∣∣t
0
− 2e−τ/2

∣∣∣t
0

(28)

= −e−2t + 1− 2(e−t/2 − 1) (29)

= 3− e−2t − 2e−t/2 (30)

για t > 0, οπότε
yzs(t) =

(
3− e−2t − 2e−t/2

)
u(t) (31)

(εʹ) το σύστηµα είναι ευσταθές γιατί οι χαρακτηριστικές του ϱίζες είναι όλες αρνητικές. Εναλλακτικά, η κρουστική του
απόκριση είναι απολύτως ολοκληρώσιµη (που όµως ϑέλει πράξεις ή κάποια περαιτέρω εξήγηση για να δειχθεί).
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[⋆] ΄Ασκηση 2 - Σειρά Fourier Ι

(αʹ) Η περίοδος του σήµατος είναι T0 = 1, δείτε το Σχήµα 1.

Σχήµα 1: Σχήµα ΄Ασκησης 2α.

.

(ϐʹ) ΄Εχουµε

X0 =
1

T0

∫ 1/2

−1/2
x(t)dt =

∫ 1/2

−1/2
cos(πt)dt =

1

π
sin(πt)

]1/2
−1/2

=
1

π
(1− (−1)) = 2

π
(32)

και

Xk =
1

T0

∫ 1/2

−1/2
x(t)e−j2πk/T0tdt =

∫ 1/2

−1/2
cos(πt)e−j2πktdt (33)

=
1

2

∫ 1/2

−1/2
ejπte−j2πktdt+

1

2

∫ 1/2

−1/2
e−jπte−j2πktdt (34)

=
1

2

∫ 1/2

−1/2
e−jπ(2k−1)tdt+

1

2

∫ 1/2

−1/2
e−jπ(2k+1)tdt (35)

=
1

2

1

−jπ(2k − 1)
e−jπ(2k−1)t

]1/2
−1/2

+
1

2

1

−jπ(2k + 1)
e−jπ(2k+1)t

]1/2
−1/2

(36)

= − 1

j2π(2k − 1)
(e−jπ(2k−1)/2 − ejπ(2k−1)/2)− 1

j2π(2k + 1)
(e−jπ(2k+1)/2 − ejπ(2k+1)2) (37)

= − 1

j2π(2k − 1)
(−2j sin(π(2k − 1)/2))− 1

j2π(2k + 1)
(−2j sin(π(2k + 1)/2)) (38)

=
sin(π(2k − 1)/2)

π(2k − 1)
+

sin(π(2k + 1)/2)

π(2k + 1)
(39)

(γʹ) Το ϕάσµα πλάτους και ϕάσης ϕαίνεται στο Σχήµα 2.

Σχήµα 2: Σχήµα ΄Ασκησης 2γ.

.
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΄Ασκηση 3 - Σειρά Fourier ΙΙ

(αʹ) Προφανώς η περίοδος του σήµατος είναι T0 = 3.

(ϐʹ) Το σήµα µπορεί να χωριστεί σε άθροισµα δυο υπο-σηµάτων, του

x1(t) =
+∞∑

k=−∞
δ(t− 3k − 1) (40)

και του

x2(t) = −
+∞∑

k=−∞
δ(t− 3k + 1) (41)

τα οποία είναι χρονικές µετατοπίσεις του γνωστού σήµατος

x(t) =
+∞∑

k=−∞
δ(t− kT0)←→ Xk =

1

T0
(42)

και αναπτύσσονται σε σειρά Fourier σύµφωνα µε την ιδιότητα της χρονικής µετατόπισης ως

X1k =
1

3
e−j2πk/3 (43)

X2k = −1

3
ej2πk/3 (44)

Οπότε το συνολικό σήµα ϑα έχει συντελεστές Fourier

Xk = X1k +X2k =
1

3
e−j2πk/3 − 1

3
ej2πk/3 = −2j

3
sin(2πk/3) =

2

3
e−jπ/2 sin

(2πk
3

)
(45)

΄Ασκηση 4 - Σειρές Fourier - Ιδιότητες ΙΙ

Αφού το σήµα είναι άρτιο και πραγµατικό, οι συντελεστές Fourier του ϑα είναι πραγµατικοί αριθµοί, και µάλιστα ϑα
ισχύει

Xk = X−k (46)

Το πλήθος των συντελεστών είναι 3, αφού Xk = 0 για |k| ≥ 2: οι X−1, X0, X1, και λόγω της συµµετρίας ϑα είναι
X0, X−1 = X1, X1. Το ολοκλήρωµα ∫ 1

0
x(t)dt =

1

2
(47)

ισούται µε το συντελεστή X0, οπότε X0 = 1/2. Το ολοκλήρωµα∫ 1

0
|x(t)|2dt = 1 (48)

αποτελεί την ισχύ του περιοδικού σήµατος, η οποία µπορεί να υπολογιστεί στο πεδίο της συχνότητας ως

1∑
k=−1

|Xk|2 = |X0|2 + 2|X1|2 =
1

4
+ 2|X1|2 = 1 =⇒ |X1|2 =

3

8
=⇒ |X1| =

√
3

8
(49)

Οπότε το σήµα ϑα είναι το

x(t) =
1

2
+

√
3

8
e−j2πt +

√
3

8
ej2πt =

1

2
+ 2

√
3

8
cos(2πt) =

1

2
+

√
3

2
cos(2πt) (50)
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΄Ασκηση 5 - Σειρές Fourier - Ιδιότητες ΙΙΙ

Το σήµα y(t) είναι απλά το άθροισµα δυο σηµάτων: το ένα έχει µετατοπιστεί κατά t0 = 1 δεξιά, άρα διατηρεί την ίδια
περίοδο και άρα την ίδια ϑεµελιώδη συχνότητα, ενω το άλλο έχει µετατοπιστεί κατά την ίδια ποσότητα t0 = 1 αριστερά
και αντιστραφεί χρονικά, άρα κι αυτό διατηρεί την ίδια περίοδο και την ίδια ϑεµελιώδη συχνότητα. Το άθροισµα των
δυο σηµάτων ϑα είναι κι αυτό περιοδικό µε την ίδια ϑεµελιώδη συχνότητα, f0.

Το άθροισµα
y(t) = x(1− t) + x(t− 1) (51)

έχει συντελεστές Fourier
Yk = X−ke

j2π(−k)f0 +Xke
−j2πkf0 = e−j2πkf0(Xk +X−k) (52)

΄Ασκηση 6 - Συντελεστές Fourier ΙΙ

Το σήµα γράφεται διαδοχικά ως

x(t) = cos4(t) =
(
cos2(t)

)2
=

(1
2
+

1

2
cos(2t)

)2
(53)

=
1

4
+

1

2
cos(2t) +

1

4
cos2(2t) =

1

4
+

1

2
cos(2t) +

1

4
cos2(2t) (54)

=
1

4
+

1

2
cos(2t) +

1

4

(1
2
+

1

2
cos(4t)

)
(55)

=
1

4
+

1

2
cos(2t) +

1

8
+

1

4
cos(4t) (56)

=
3

8
+

1

2
cos(2t) +

1

8
cos(4t) (57)

=
3

8
+

1

4
ej2t +

1

4
e−j2t +

1

16
ej4t +

1

16
e−j4t (58)

Στο ίδιο αποτέλεσµα καταλήγετε και εφαρµόζοντας διαδοχικά τις σχέσεις του Euler από την αρχή. Προφανώς η
ϑεµελιώδης συχνότητα του σήµατος είναι ω0 = 2πf0 = ΜΚ∆{2, 4} = 2, οπότε η περίοδος δίνεται ως T0 = 2π/ω0 =
2π/2 = π, ενώ οι συντελεστες Fourier ϕαίνονται από την τελευταια έκφραση παραπάνω, ως

X0 =
3

8
, X1 = X−1 =

1

4
, X2 = X−2 =

1

16
(59)

΄Ασκηση 7 - Μετασχηµατισµός Fourier Ι

(αʹ)

X(f) =

∫ +∞

−∞
x(t)e−j2πftdt =

∫ +∞

−∞
2δ
(
t− 1

2

)
e−j2πftdt (60)

= 2

∫ +∞

−∞
δ
(
t− 1

2

)
e−j2πftdt = 2e−j2πft

]
t=1/2

= 2e−jπf (61)

(ϐʹ)

X(f) =

∫ +∞

−∞
x(t)e−j2πftdt =

∫ +∞

−∞
rect(t− 6)e−j2πftdt (62)

=

∫ 13/2

11/2
e−j2πftdt =

1

−j2πf
(e−j2πf13/2 − e−j2πf11/2) (63)

=
1

−j2πf
e−j2π6f (e−jπf − ejπf ) =

1

−j2πf
(−2j sin(πf))e−j2π6f (64)

=
1

πf
sin(πf)e−j2π6f = sinc(f)e−j2π6f (65)
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(γʹ)

X(f) =

∫ +∞

−∞
x(t)e−j2πftdt =

∫ +∞

−∞
e−4tu(t− 1)e−j2πftdt (66)

=

∫ +∞

1
e−4te−j2πftdt =

∫ +∞

1
e−(j2πf+4)tdt (67)

=
1

−(j2πf + 4)
e−(j2πf+4)t

]+∞

1
=

1

−(j2πf + 4)
(0− e−(j2πf+4)) (68)

=
1

−(j2πf + 4)
(0− e−(j2πf+4)) =

e−(j2πf+4)

4 + j2πf
(69)

(δʹ)

X(f) =

∫ +∞

−∞
x(t)e−j2πftdt =

∫ +∞

−∞
3(u(t)− u(t− 2))e−j2πftdt (70)

=

∫ +∞

−∞
3rect

( t− 1

2

)
e−j2πftdt = 3

∫ +∞

−∞
rect

( t− 1

2

)
e−j2πftdt (71)

= 3

∫ 2

0
e−j2πftdt = 3

1

−j2πf
e−j2πft

]2
0

(72)

= 3
1

−j2πf
(e−j4πf − 1) = 3

1

−j2πf
e−2jπf (−2j sin(2πf)) (73)

= 3e−2jπf 1

πf
sin(2πf) = 6e−j2πf sinc(2f) (74)

(εʹ)

X(f) =

∫ +∞

−∞
x(t)e−j2πftdt =

∫ T

−T
Ate−j2πftdt (75)

= A

∫ T

−T
te−j2πftdt = A

∫ T

−T
te−j2πftdt (76)

= Ae−j2πft
(−j2πft− 1

(−j2πf)2
)]T

−T
(77)

= Ae−j2πfT
(−j2πfT − 1

(−j2πf)2
)
−Aej2πfT

(j2πfT − 1

(−j2πf)2
)

(78)

= A
j2πfT

(2πf)2
e−j2πfT +Ae−j2πfT 1

(2πf)2
+A

j2πfT

(2πf)2
ej2πfT −Aej2πfT

1

(2πf)2
(79)

= jAT
1

2πf
2 cos(2πfT )−A2j sin(2πfT )

1

(2πf)2
(80)

= jAT
1

πf
cos(2πfT )− j2A sin(2πfT )

1

(2πf)2
(81)

= jA
( T

πf
cos(2πfT )− sin(2πfT )

1

2(πf)2

)
(82)

΄Ασκηση 8 - Μετασχηµατισµός Fourier - ΙΙ

(αʹ) Είναι
y(t) = x(at− b) = z(at), a ̸= 0, b ∈ ℜ (83)

µε z(t) = x(t− b), οπότε

Y (f) =
1

|a|
Z
(f
a

)
=

1

|a|

[
X(f)e−j2πfb

]
f=f/a

=
1

|a|
X
(f
a

)
e−j2πfb/a (84)
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(ϐʹ) Είναι

y(t) =

∫ 2t

−∞
x(τ)dτ = z(2t) (85)

µε z(t) =
∫ t
−∞ x(τ)dτ , οπότε

Y (f) =
1

2
Z
(f
2

)
=

1

2

[X(0)

2
δ(f) +

X(f)

j2πf

]
f=f/2

=
1

2

(
X(0)δ(f) +

X(f/2)

jπf

)
(86)

αφού δ(f/2) = 1
1
2

δ(f) = 2δ(f).

(γʹ) Είναι

y(t) = tx(2t− 1) =
1

2
(2t− 1 + 1)x(2t− 1) (87)

=
1

2
(2t− 1)x(2t− 1) +

1

2
x(2t− 1) (88)

=
1

2
z(2t− 1) +

1

2
x(2t− 1) (89)

=
1

2
w(t) +

1

2
x(2t− 1) (90)

και άρα

Y (f) =
1

2
W (f) +

1

2

1

2
X

(
f

2

)
e−jπf (91)

µε

w(t) = z(2t− 1)←→W (f) =
1

2
Z

(
f

2

)
e−jπf

και
z(t) = tx(t)←→ Z(f) =

j

2π
X ′(f)

Οπότε

Y (f) =
1

2

1

2
Z
(f
2

)
e−jπf +

1

2

1

2
X
(f
2

)
e−jπf (92)

=
1

4

j

2π
X ′

(f
2

)
e−jπf +

1

4
X
(f
2

)
e−jπf (93)

(δʹ) Είναι

y(t) = ej2tx(t− 1)←→ Y (f) =
[
X(f)e−j2πf

]
f=f− 1

π

= X
(
f − 1

π

)
e−j2π(f−(1/π)) (94)

(εʹ) Είναι

y(t) = tx(t) sin(3t)←→ Y (f) =
j

2π

d

df
X(f) ∗

( 1

2j
δ(f − f0)−

1

2j
δ(f + f0)

)
=

j

2π

( 1

2j
X ′(f − f0)−

1

2j
X ′(f + f0)

)
(95)

µε f0 =
3
2π

(ϛʹ) Είναι

y(t) =
d

dt
x(t) ∗ (e−jtx(t))←→ Y (f) = j2πfX(f)X

(
f +

1

2π

)
(96)


