
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΚΡΗΤΗΣ
Τµήµα Επιστήµης Υπολογιστών

HY-215: Εφαρµοσµένα Μαθηµατικά για Μηχανικούς

Εαρινό Εξάµηνο 2023-24

∆ιδάσκοντες: Γ. Στυλιανού, Γ. Καφεντζής

Λύσεις ∆εύτερης Σειράς Ασκήσεων

΄Ασκηση 1 - Μιγαδικοί Αριθµοί - Σχέσεις Euler Ι

(αʹ) Θα έχουµε
|z| =

√
(−1)2 + (−1)2 =

√
2 (1)

και
ϕ = tan−1 −1

−1
=

π

4
− π = −3π

4
(2)

Οπότε
z =

√
2e−j3π/4 (3)

(ϐʹ) Είναι

Re
{
(−1− j)ej2θ

}
=

√
3

2
(4)

Re
{√

2e−j3π/4ej2θ
}
=

√
3

2
(5)

Re
{√

2ej(2θ−3π/4)
}
=

√
3

2
(6)

√
2 cos(2θ − 3π/4) =

√
3

2
(7)

cos(2θ − 3π/4) =

√
3

2
(8)

cos(2θ − 3π/4) = cos(π/6) (9)

2θ − 3π

4
= 2kπ ± π

6
(10)

2θ = 2kπ ± π

6
+

3π

4
(11)

θ = kπ ± π

12
+

3π

8
(12)

=

{
kπ + 11π

24
kπ + 7π

24

, k ∈ Z (13)

΄Ασκηση 2 - Μιγαδικοί Αριθµοί - Σχέσεις Euler ΙΙ

Είναι ∫ π

0
sin(4θ) cos(5θ)dθ =

1

2

1

2j

∫ π

0
(ej4θ − e−j4θ)(ej5θ + e−j5θ)dθ (14)

=
1

4j

∫ π

0
(ej9θ + e−jθ − ejθ − e−j9θ)dθ (15)

=
1

j4

∫ π

0
(2j sin(9θ)− 2j sin(θ))dθ (16)



Εφαρµοσµένα Μαθηµατικά για Μηχανικούς - 2023-24/Λύσεις ∆εύτερης Σειράς Ασκήσεων 2

=
2j

j4

∫ π

0
(sin(9θ)− sin(θ))dθ (17)

=
1

2

(
− 1

9
cos(9θ) + cos(θ)

)]π
0

(18)

=
1

2

(
− 1

9
cos(9π) + cos(π)

)
− 1

2

(
− 1

9
cos(0) + cos(0)

)
(19)

=
1

2

(1
9
− 1

)
− 1

2

(
− 1

9
+ 1

)
= −8

9
(20)

΄Ασκηση 3 - Σήµατα

(αʹ) Για το σήµα

x(t) =

{
sin

(
πt
T

)
, −T ≤ t ≤ T

0, αλλού
(21)

έχουµε ότι

x(−t) =

{
sin

(
−πt
T

)
, −T ≤ −t ≤ T

0, αλλού
=

{
− sin

(
πt
T

)
, −T ≤ t ≤ T

0, αλλού
̸= x(t) (22)

λόγω του ότι sin(−x) = − sin(x), ενώ

−x(−t) =

{
− sin

(
−πt
T

)
, −T ≤ −t ≤ T

0, αλλού
=

{
sin

(
πt
T

)
, −T ≤ t ≤ T

0, αλλού
= x(t) (23)

άρα το σήµα είναι περιττό.

(ϐʹ) Θα έχουµε

i. Το σήµα x(−t) = cos(−t) + sin(−t) + sin(−t) cos(−t) = cos(t)− sin(t)− sin(t) cos(t), οπότε

xάρτιο =
1

2
(x(t) + x(−t)) (24)

=
1

2
(cos(t) + sin(t) + sin(t) cos(t) + cos(t)− sin(t)− sin(t) cos(t)) (25)

= cos(t) (26)

και

xπεριττό =
1

2
(x(t)− x(−t)) (27)

=
1

2
(cos(t) + sin(t) + sin(t) cos(t)− cos(t) + sin(t) + sin(t) cos(t)) (28)

= sin(t) + sin(t) cos(t) (29)
= sin(t)(1 + cos(t)) (30)

ii. Το σήµα x(−t) = (1 + (−t)3) cos3(−10t) = (1− t3) cos3(10t), οπότε

xάρτιο =
1

2
(x(t) + x(−t)) (31)

=
1

2
((1 + t3) cos3(10t) + (1− t3) cos3(10t)) (32)

=
1

2
(cos3(10t) + t3 cos3(10t) + cos3(10t)− t3 cos(10t)) (33)
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= cos3(10t) (34)

και

xπεριττό =
1

2
(x(t)− x(−t)) (35)

=
1

2
((1 + t3) cos3(10t)− (1− t3) cos3(10t)) (36)

=
1

2
(cos3(10t) + t3 cos3(10t)− cos3(10t) + t3 cos3(10t)) (37)

= t3 cos3(10t) (38)

΄Ασκηση 4 - Ενέργεια και Ισχύς

΄Εχουµε

(αʹ) Για το x(t) = 2 cos(πt) + sin(10πt), −∞ < t < +∞ γνωρίζουµε από τις διαλέξεις ότι

∑
i

Ai cos(2πfit+ ϕi) −→ P =
∑
i

A2
i

2
(39)

οπότε είναι σήµα ισχύος. ∆ηλ.

Px =
22

2
+

12

2
=

5

2
(40)

(ϐʹ) Το σήµα x(t) = tu(t) απειρίζεται όταν το t → +∞, οπότε δεν είναι σίγουρα σήµα ενέργειας ούτε ισχύος.
Ας το δείξουµε

Ex =

∫ +∞

−∞
t2u2(t)dt =

∫ +∞

−∞
t2u(t)dt =

∫ +∞

0
t2dt =

t3

3

]+∞

0
= +∞ (41)

και

Px = lim
T→+∞

1

2T

∫ T

−T
t2u2(t)dt = lim

T→+∞

1

2T

∫ T

−T
t2u(t)dt (42)

= lim
T→+∞

1

2T

∫ T

0
t2dt = lim

T→+∞

1

2T

t3

3

]T
0

(43)

= lim
T→+∞

1

2T

(T 3

3
− 0

)
= lim

T→+∞

1

2T

T 3

3
(44)

= lim
T→+∞

T 3

6T
= lim

T→+∞

T 2

6
(45)

= +∞ (46)

άρα πράγµατι δεν είναι ούτε σήµα ισχύος ούτε σήµα ενέργειας.

(γʹ) Το σήµα x(t) = t, −∞ < t < +∞ απειρίζεται όταν |t| → +∞, οπότε δεν είναι σήµα ενέργειας ούτε ισχύος.
Ας το δείξουµε.

Ex =

∫ +∞

−∞
t2dt =

t3

3

]+∞

−∞
= +∞ (47)

και

Px = lim
T→+∞

1

2T

∫ T

−T
t2dt = lim

T→+∞

1

2T

t3

3

]T
−T

(48)
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= lim
T→+∞

1

2T

(T 3

3
− (−T )3

3

)
= lim

T→+∞

1

2T

2T 3

3
(49)

= lim
T→+∞

2T 3

6T
= lim

T→+∞

T 2

3
(50)

= +∞ (51)

(δʹ) Το σήµα x(t) = Arect
(

t
T

)
είναι πεπερασµένης διάρκειας και ϕραγµένου πλάτους, άρα είναι σίγουρα σήµα

ενέργειας. Είναι

Ex =

∫ +∞

−∞
A2rect2

( t

T

)
dt =

∫ T/2

−T/2
A2dt = A2t

]T/2
−T/2

= A2
(T
2
− −T

2

)
= A2T (52)

[⋆] ΄Ασκηση 5 - Μετασχηµατισµοί Σηµάτων

I. Τα σήµατα

(αʹ) u(t− 5)− u(t− 7)

(ϐʹ) u(t− 5) + u(t− 7)

(γʹ) t2(u(t− 1)− u(t− 2))

(δʹ) (t− 4)(u(t− 2)− u(t− 4))

ϕαίνονται στο Σχήµα 1.

Σχήµα 1: Σχήµα ΄Ασκησης 5.
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II. Μπορούµε να γράψουµε

x2(t) = x(t− 1) + x1(t− 1) (53)
x3(t) = x(t− 1) + x1(t+ 1) (54)
x4(t) = x(t− 0.5) + x1(t+ 0.5) (55)

x5(t) =
3

2
x
( t

2
− 1

)
(56)

Οι παραπάνω απαντήσεις δεν είναι µοναδικές.

΄Ασκηση 6 - Συναρτήσεις ∆έλτα

(αʹ) Το σήµα

x(t) =



t

∆
, −∆/2 < t < ∆/2

1, t > ∆/2

0, t < −∆/2

(57)

ϕαίνεται στο Σχήµα 2.

Σχήµα 2: Σχήµα ΄Ασκησης 6 για ∆ = 2.

(ϐʹ) Το σήµα στο διάστηµα −∆/2 < t < ∆/2 ουσιαστικά είναι µια πλάγια ευθεία πολλαπλασιασµένη µε ένα
τετραγωνικό παλµό µε κέντρο το t = 0 και διάρκειας ∆. ΄Αρα

x1(t) =
t

∆
rect

( t

∆

)
(58)

΄Οµως ξέρουµε ότι ο τετραγωνικός παλµός µπορεί να γραφεί ως άθροισµα δυο ϐηµατικών. Οπότε

x1(t) =
t

∆
(u(t+∆/2)− u(t−∆/2)) (59)
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Το σήµα είναι µηδενικό για t < −∆/2, οπότε το υπόλοιπο σήµα για t > ∆/2 που είναι µοναδιαίο, µπορεί
να γραφεί ως

x2(t) = u(t−∆/2) (60)

Συνολικά
x(t) = x1(t) + x2(t) =

t

∆

[
u
(
t+

∆

2

)
− u

(
t− ∆

2

)]
+ u

(
t− ∆

2

)
(61)

(γʹ) Παραγωγίζοντας το σήµα x(t) όπως το ϐρήκαµε στο προηγούµενο ερώτηµα, έχουµε

d

dt
x(t) =

d

dt

t

∆

[
u
(
t+

∆

2

)
− u

(
t− ∆

2

)]
+

d

dt
u
(
t− ∆

2

)
(62)

=
d

dt

t

∆
u
(
t+

∆

2

)
− d

dt

t

∆
u
(
t− ∆

2

)
+

d

dt
u
(
t− ∆

2

)
(63)

=
( d

dt

t

∆

)
u
(
t+

∆

2

)
+

t

∆

( d

dt
u
(
t+

∆

2

))
−
( d

dt

t

∆

)
u
(
t− ∆

2

)
− t

∆

( d

dt
u
(
t− ∆

2

))
+

d

dt
u
(
t− ∆

2

)
(64)

=
1

∆
u
(
t+

∆

2

)
+

t

∆
δ
(
t+

∆

2

)
− 1

∆
u
(
t− ∆

2

)
− t

∆
δ
(
t− ∆

2

)
+ δ

(
t− ∆

2

)
(65)

=
1

∆
u
(
t+

∆

2

)
− 1

∆

∆

2
δ
(
t+

∆

2

)
− 1

∆
u
(
t− ∆

2

)
− 1

∆

∆

2
δ
(
t− ∆

2

)
+ δ

(
t− ∆

2

)
(66)

=
1

∆
u
(
t+

∆

2

)
− 1

∆
u
(
t− ∆

2

)
− 1

2
δ
(
t+

∆

2

)
− 1

2
δ
(
t− ∆

2

)
+ δ

(
t− ∆

2

)
(67)

=
1

∆
u
(
t+

∆

2

)
− 1

∆
u
(
t− ∆

2

)
− 1

2
δ
(
t+

∆

2

)
+

1

2
δ
(
t− ∆

2

)
(68)

Οι δυο πρώτοι όροι αποτελούν ένα τετραγωνικό παλµό διάρκειας ∆ µε κέντρο το t = 0 και πλάτος 1/∆.
Οπότε

y(t) =
1

∆
rect

( t

∆

)
+

1

2
δ
(
t− ∆

2

)
− 1

2
δ
(
t+

∆

2

)
(69)

(δʹ) ΄Οταν ∆ → 0, ο τετραγωνικός παλµός γίνεται απειροστά στενός και αποκτά απείρως µεγάλο πλάτος, µε
επιφάνεια ∆× 1/∆ = 1, άρα προσεγγίζει τη συνάρτηση ∆έλτα. Οπότε

lim
∆→0

1

∆
rect

( t

∆

)
= δ(t) (70)

Για τις υπόλοιπες συναρτήσεις ∆έλτα της εξόδου y(t), έχουµε ότι

lim
∆→0

(1
2
δ
(
t− ∆

2

)
− 1

2
δ
(
t+

∆

2

))
= 0 (71)

γιατί οι δυο συναρτήσεις ∆έλτα πλησιάζουν στη χρονική στιγµή t = 0, η µια από το 0+ και η άλλη από το
0−, κι επειδή οι επιφάνειές τους είναι ±1

2 , η µια ακυρώνει την άλλη. ΄Αρα συνολικά

lim
∆→0

y(t) = δ(t) (72)

΄Ασκηση 7 - Ραδιοφωνία AM και FM

I. Αυτό που προβληµατίζει είναι ότι αφού L ≈ λ = c
f = 3×108

440 = 0.0068×108 = 68×104 µέτρα, η κατασκευή
της κεραίας είναι πρακτικά αδύνατη.

II. Το µήκος της κεραίας είναι αυτή τη ϕορά L ≈ c
f = 3×108

104
= 3 × 104 µέτρα, που και πάλι καθιστά την

κατασκευή της ιδιαίτερα µη πρακτική. Παρατηρούµε ότι όσο αυξάνεται η συχνότητα που ϑέλουµε να
µεταδώσουµε, τόσο µικραίνει το µήκος της κεραίας.
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III. Για το σήµα
y(t) = Ax(t) cos(2πfct+ ϕ), A > 0, ϕ ∈ (−π, π] (73)

έχουµε

(αʹ) Οµογένεια : για είσοδο ax(t) η έξοδος ϑα είναι

yax(t)(t) = A(ax(t)) cos(2πfct+ ϕ) = a(Ax(t) cos(2πfct+ ϕ)) = ay(t) (74)

άρα είναι οµογενές. Αθροιστικότητα: για είσοδο x1(t) + x2(t) η έξοδος ϑα είναι

yx1+x2(t) = A(x1(t) + x2(t)) cos(2πfct+ ϕ) (75)
= Ax1(t) cos(2πfct+ ϕ) +Ax2(t) cos(2πfct+ ϕ) (76)
= y1(t) + y2(t) (77)

αρα είναι και αθροιστικό, οπότε είναι γραµµικό.

(ϐʹ) Αν καθυστερήσουµε την είσοδο κατά t0, η έξοδος γίνεται

yx(t−t0)(t) = Ax(t− t0) cos(2πfct+ ϕ) (78)

ενώ αν καθυστερήσουµε την έξοδο κατά t0, ϑα πάρουµε

y(t− t0) = Ax(t− t0) cos(2πfc(t− t0) + ϕ) = Ax(t− t0) cos(2πfct− 2πfct0 + ϕ) ̸= yx(t−t0)(t) (79)

άρα είναι χρονικά µεταβλητό.

IV. Για το σήµα x(t)

y(t) = cos
(
2πfct+ k

∫ t

−∞
x(τ)dτ

)
(80)

έχουµε

(αʹ) Οµογένεια : για είσοδο ax(t) η έξοδος ϑα είναι

yax(t)(t) = cos
(
2πfct+ k

∫ t

−∞
ax(τ)dτ

)
= cos

(
2πfct+ ka

∫ t

−∞
x(τ)dτ

)
̸= ay(t) (81)

άρα δεν είναι οµογενές, ούτε και γραµµικό.

(ϐʹ) ΄Εχοντας υπόψη την ιδιότητα ∫ t

−∞
δ(τ)dτ

∣∣∣
t=c

= u(t)
∣∣∣
t=c

(82)

ϑέτουµε x(t) = δ(t), και τότε

y(0+) = cos
(
2πfc · 0 + k

∫ 0+

−∞
δ(τ)dτ

)
= cos(k) (83)

Περιµένουµε ότι αν ϑέσουµε x(t) = δ(t− t0), τότε αν το σύστηµα είναι χρονικά αµετάβλητο, ϑα πρέπει
y(0+) = y(t+0 ). ΄Εχουµε

y(t+0 ) = cos
(
2πfct0 + k

∫ t+0

−∞
δ(τ)dτ

)
= cos(2πfct0 + k) (84)

Οι τιµές y(0+) και y(t+0 ) δεν ταυτίζονται, οπότε το σύστηµα είναι χρονικά µεταβλητό.


