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΄Ασκηση 1 - Μετασχηµατισµός Laplace Ι - Ορισµός

(αʹ) Είναι

X(s) =

∫ +∞

−∞
x(t)e−stdt =

∫ +∞

−∞
te−2|t|e−stdt (1)

=

∫ 0

−∞
te2te−stdt+

∫ +∞

0
te−2te−stdt (2)

=

∫ 0

−∞
te(2−s)tdt+

∫ +∞

0
te(−2−s)tdt (3)

= e(2−s)t
((2− s)t− 1

(2− s)2

)]0
−∞

+ e(−2−s)t
((−2− s)t− 1

(−2− s)2

)]+∞

0
(4)

Για τον όρο

e(2−s)t
((2− s)t− 1

(2− s)2

)]0
−∞

έχουµε

e(2−s)t
((2− s)t− 1

(2− s)2

)]0
−∞

= − 1

(2− s)2
− lim

t→−∞
e(2−s)t

((2− s)t− 1

(2− s)2

)
(5)

= − 1

(2− s)2
− 0 = − 1

(2− s)2
(6)

µε σ < 2, ενώ για τον όρο

e(−2−s)t
((−2− s)t− 1

(−2− s)2

)]+∞

0

έχουµε

e(−2−s)t
((−2− s)t− 1

(−2− s)2

)]+∞

0
= lim

t→+∞
e(−2−s)t

((−2− s)t− 1

(−2− s)2

)
+

1

(−2− s)2
(7)

= 0 +
1

(2 + s)2
=

1

(2 + s)2
(8)

µε σ > −2. Οπότε συνολικά

X(s) =
1

(2 + s)2
− 1

(2− s)2
=

(2− s)2 − (2 + s)2

((2− s)(2 + s))2
=

−8s
(4− s2)2

(9)

µε −2 < σ < 2.

(ϐʹ) Είναι

X(s) =

∫ 1

0
e−stdt = −1

s
e−st

]1
0
= −1

s
(e−s − 1) =

1

s
(1− e−s), ∀s (10)
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΄Ασκηση 2 - Μετασχηµατισµός Laplace ΙΙ - Ιδιότητες

(αʹ) x(−3t)←→ 1

3
X(−s

3
) =

1

3

e2s/3

− s
3 + 3

=
e2s/3

9− s
, µε σ < 9.

(ϐʹ) x(t− 2)←→ X(s)e−2s =
e−4s

s+ 3
, µε Rx.

(γʹ) x(4t− 1)←→ 1

4
X(

s

4
)e−s/4 =

e−3s/4

s+ 12
, µε σ > −12.

(δʹ) 2tx(t)←→ −2 d

ds
X(s) = −2(e

−2s)′(s+ 3)− (s+ 3)′e−2s

(s+ 3)2
=

2e−2s(2s+ 7)

(s+ 3)2
, µε Rx.

(εʹ) e2tx(t)←→ X(s− 2) =
e−2s+4

s+ 1
, µε σ > −1.

(ϛʹ)
dx(t)

dt
←→ sX(s) =

se−2s

s+ 3
, µε Rx.

(Ϲʹ) x(t) ∗ x(t)←→ X(s)X(s) = X2(s) =
e−4s

(s+ 3)2
, µε Rx.

(ηʹ)
∫ t

−∞
x(τ)dτ ←→ X(s)

s
=

e−2s

s(s+ 3)
, µε σ > 0.

Από τις παραπάνω περιπτώσεις µπορούµε να υπολογίσουµε το Μετασχ. Fourier από το Μετασχ. Laplace σε όλες πλην
της τελευταίας, αφού σε αυτήν ο ϕανταστικός άξονας δεν περιλαµβάνεται στο πεδίο σύγκλισης.

΄Ασκηση 3 - Μετασχηµατισµός Laplace ΙΙΙ - Ιδιότητες

Είναι

y(t) = x1(t− 2) ∗ x2(3− t)←→ Y (s) = X1(s)e
−2sX2(−s)e−3s = X1(s)X2(−s)e−5s (11)

=
1

s+ 2

1

−s+ 3
e−5s =

1

(s+ 2)(3− s)
e−5s (12)

µε {σ > −2} ∩ {σ < 3} = {−2 < σ < 3}.

΄Ασκηση 4 - Αντίστροφος Μετασχηµατισµός Laplace - Ι

Θα είναι
X(s) =

2(s+ 2)

s2 + 7s+ 12
=

A

s+ 4
+

B

s+ 3
(13)

µε σ > −3. Βρίσκουµε τις σταθερές

A = X(s)(s+ 4)
∣∣∣
s=−4

= 4 (14)

B = X(s)(x+ 3)
∣∣∣
s=−3

= −2 (15)

οπότε
X(s) =

4

s+ 4
+
−2
s+ 3

(16)

Επιλέγουµε επιµέρους πεδία σύγκλισης σ > −4 και σ > −3, έτσι ώστε η τοµή τους να είναι σ > −3, όπως µας δίνεται.
Από πίνακες Ϲευγών µετασχ. Laplace παίρνουµε

x(t) = (4e−4t − 2e−3t)u(t) (17)
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΄Ασκηση 5 - ∆ιαφορικές Εξισώσεις και Μετασχ. Laplace

(αʹ) Είναι

d2

dt2
y(t) +

d

dt
y(t)− 2y(t) = x(t)←→ s2Y (s) + sY (s)− 2Y (s) = X(s) (18)

H(s) =
Y (s)

X(s)
=

1

s2 + s− 2
=

1

(s+ 2)(s− 1)
(19)

(ϐʹ) Τα πιθανά πεδία σύγκλισης είναι

i. RH = {σ > 1}
ii. RH = {−2 < σ < 1}
iii. RH = {σ < −2}

(γʹ) Αναλύοντας σε Μερικά Κλάσµατα ϑα έχουµε

H(s) =
1

(s+ 2)(s− 1)
=

A

s+ 2
+

B

s− 1
= −1

3

1

s+ 2
+

1

3

1

s− 1
(20)

Οπότε για κάθε περίπτωση έχουµε

i. αιτιατότητα : RH = {σ > 1}, κι έτσι

h(t) = −1

3
e−2tu(t) +

1

3
etu(t) (21)

ii. ευστάθεια : RH = {−2 < σ < 1}, κι έτσι

h(t) = −1

3
e−2tu(t)− 1

3
etu(−t) (22)

iii. ούτε ευστάθεια, ούτε αιτιατότητα : RH = {σ < −2}, κι έτσι

h(t) =
1

3
e−2tu(−t)− 1

3
etu(−t) (23)

΄Ασκηση 6 - Μετασχ. Laplace και Συστήµατα

(αʹ) Υπάρχουν δυο πόλοι στις ϑέσεις s1 = −2, s2 = −1/3 και ένα µηδενικό στη ϑέση s = −1. Επίσης, υπάρχει ένα
µηδενικό στο άπειρο, γιατί ξέρουµε ότι όσοι πόλοι, τόσα µηδενικά πρέπει να υπάρχουν σε ένα σύστηµα.

(ϐʹ) Αναπτύσσοντας σε Μερικά Κλάσµατα, ϑα είναι

H(s) =
2(s+ 1)

(s+ 2)(s+ 1/3)
=

A

s+ 2
+

B

s+ 1/3
=

6

5

1

s+ 2
+

4

5

1

s+ 1
3

(24)

και αφού το σύστηµα είναι αιτιατό, ϑα έχουµε RH : {σ > −1
3}. Από τα Ϲεύγη µετασχ. Laplace ϑα έχουµε

h(t) =
6

5
e−2tu(t) +

4

5
e−t/3u(t) (25)

(γʹ) Ναι, µπορούµε να υπολογίσουµε τον Μ. Fourier από το Μ. Laplace αφού ο ϕανταστικός άξονα περιλαµβάνεται στο
πεδίο σύγκλισης. Είναι

H(f) =
2(j2πf + 1)

(j2πf + 2)(j2πf + 1
3)

(26)
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(δʹ) Ο µετασχ. Laplace της εισόδου είναι

X(s) =
2

s+ 3
, σ > −3 (27)

Οπότε
Y (s) = X(s)H(s) =

2

s+ 3

2(s+ 1)

(s+ 2)(s+ 1
3)

(28)

Αναπτύσσοντας σε Μερικά Κλάσµατα, καταλήγουµε στη σχέση

Y (s) =
12

5

1

s+ 2
− 3

1

s+ 3
+

3

5

1

s+ 1
3

, RY ⊇ RH ∩RX : {σ > −1

3
} (29)

΄Αρα από τους Πίνακες µετασχ. Laplace ϑα έχουµε

y(t) =
12

5
e−2tu(t)− 3e−3tu(t) +

3

5
e−t/3u(t) (30)

(εʹ) ΄Εχουµε

y(t) = δ(t)←→ Y (s) = 1 = H(s)X(s)⇐⇒ X(s) =
1

H(s)
=

(s+ 2)(s+ 1
3)

2(s+ 1)
(31)

Πρέπει όµως RX : {σ > −1} έτσι ώστε RH ∩RX ̸= ∅. Είναι

X(s) =
s2 + 7

3s+
2
3

2s+ 2
(32)

∆ιαιρώντας τα πολυώνυµα έχουµε

X(s) =
1

2
s+

2

3
− 1

3

1

s+ 1
(33)

οπότε από τους Πίνακες µετασχ. Laplace έχουµε

x(t) =
1

2

d

dt
δ(t) +

2

3
δ(t)− 1

3
e−tu(t) (34)

(ϛʹ) Είναι

H(s) =
Y (s)

X(s)
=

2s+ 2

s2 + 7
3s+

2
3

⇐⇒ Y (s)(s2 +
7

3
s+

2

3
) = (2s+ 2)X(s) (35)

και µε αντίστροφο µετασχ. Laplace

d2

dt2
y(t) +

7

3

d

dt
y(t) +

2

3
y(t) = 2

d

dt
x(t) + 2x(t) (36)

[⋆] ΄Ασκηση 7 - ∆ιαφορικές Εξισώσεις και µετασχ. Laplace

(αʹ) Εφαρµόζοντας µετασχ. Laplace και στα δυο µέλη, εύκολα καταλήγουµε στο

H(s) =
Y (s)

X(s)
=

s+ 1
4

(s+ 1)(s+ 1
2)

(37)

Το πεδίο σύγκλισης είναι το σ > −1
2 , λόγω αιτιατότητας.

(ϐʹ) Υπάρχουν δυο πόλοι στις ϑέσεις s = −1 και s = −1/2 κι ένα µηδενικό στις ϑέσεις s = −1/4 και s = ∞. Το
σύστηµα είναι ευσταθές καθώς ο ϕανταστικός άξονας περιλαµβάνεται στο πεδίο σύγκλισης.
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(γʹ) Αναπτύσσοντας σε Μερικά Κλάσµατα, ϑα έχουµε

H(s) =
s+ 1

4

(s+ 1)(s+ 1
2)

=
A

s+ 1
+

B

s+ 1
2

=
3/2

s+ 1
− 1/2

s+ 1
2

(38)

Από τους Πίνακες αντίστρ. µετασχ. Laplace έχουµε

h(t) = (
3

2
e−t − 1

2
e−t/2)u(t) (39)

(δʹ) Χρησιµοποιώντας το µονόπλευρο µετασχ. Laplace και τις ιδιότητές του, έχουµε

s2Y (s)− sy(0−)− y′(0−) +
3

2
sY (s)− 3

2
y(0−) +

1

2
Y (s) =

1

4
X(s) + sX(s)− x(0−) (40)

y(s)(s2 +
3

2
s+

1

2
)− (s+

3

2
) = X(s)(s+

1

4
) (41)

Y (s) = X(s)
s+ 1

4

(s+ 1)(s+ 1
2)

+
s+ 3

2

(s+ 1)(s+ 3
2)

(42)

=
s+ 1

4

(s+ 1)2(s+ 1
2)(s+ 2)

+
s+ 3

2

(s+ 1)(s+ 1
2)

(43)

Αναπτύσσοντας σε Μερικά Κλάσµατα και τους δυο όρους και κάνοντας πράξεις καταλήγουµε στο

y(t) =
(7
6
e−2t − 3

2
e−t +

4

3
e−t/2 +

3

2
te−t

)
u(t) (44)


