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Σχήµα 1: Το Πασχαλινό σας δώρο...
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΄Ασκηση 1 - ΓΧΑ Συστήµατα Ι

Στο µάθηµα είδατε ότι ο χώρος της συχνότητας είναι πολύ ϐοηθητικός όχι µόνο διαισθητικά αλλά και
πρακτικά, καθώς µπορεί κανείς να ϐρει την έξοδο ενός ΓΧΑ συστήµατος πιο εύκολα µέσω του µετασχ.
Fourier αυτής.

(αʹ) ΄Εστω ότι γνωρίζετε ότι η κρουστική απόκριση ενός ΓΧΑ συστήµατος δίνεται από τη σχέση

h(t) = δ(t)− 8e−2tu(t) + 5e−3tu(t) (1)

Βρείτε την απόκριση σε συχνότητα H(f) για το σύστηµα αυτό.

Απ: H(f) = (j2πf)2+2(j2πf)−8
(j2πf)2+5(j2πf)+6

(ϐʹ) Βρείτε την έξοδο του συστήµατος όταν στην είσοδο εµφανίζεται το περιοδικό σήµα

x(t) = 2 cos(2t+ 0.0396π) (2)

Απ: y(t) = 2.48 cos(2t+ 0.5π)

(γʹ) Γνωρίζουµε ότι ένα σύστηµα στο πεδίο της συχνότητας µπορεί να περιγραφεί ως σχέση εισόδου-εξόδου
ως

Y (f) = H(f)X(f) (3)

µε H(f) την απόκριση σε συχνότητα (δηλ. το µετασχ. Fourier της κρουστικής απόκρισης), και
Y (f), X(f) τους µετασχ. Fourier της εξόδου και της εισόδου, αντίστοιχα. Θέτοντας αρχικά (για ευ-
κολία) u = j2πf και παραγοντοποιώντας, ϐρείτε το µετασχ. Fourier Y (f) της εξόδου του συστήµατος αν
στην είσοδό του παρουσιάζεται το σήµα x(t) = e−4tu(t).

Απ: Y (f) = j2πf−2
(j2πf+3)(j2πf+2)

(δʹ) Χρησιµοποιήστε ανάπτυγµα σε µερικά κλάσµατα, την ιδιότητα της γραµµικότητας, και τους πίνακές σας
µε τα Ϲεύγη µετασχηµατισµών για να ϐρείτε την έξοδο y(t) στο πεδίο του χρόνου.

Απ: y(t) = 5e−3tu(t)− 4e−2tu(t)

Το αντίστοιχο της παραπάνω διαδικασίας είναι τρεις (!) συνελίξεις στο πεδίο του χρόνου (σχετικά εύκολες
όµως).

΄Ασκηση 2 - ΓΧΑ Συστήµατα ΙΙ

Γνωρίζετε ότι τα ϕυσικά ΓΧΑ συστήµατα συνεχούς χρόνου περιγράφονται από διαφορικές εξισώσεις µε στα-
ϑερούς συντελεστές, δηλ.

N∑
k=0

dk

dtk
aky(t) =

M∑
l=0

dl

dtl
blx(t) (4)

µε ak, bl σταθερές. Επίσης, ξέρετε ότι για να ϐρει κανείς την κρουστική απόκριση h(t) ενός τέτοιου συ-
στήµατος µπορεί να δουλέψει είτε στο πεδίο του χρόνου, είτε στο πεδίο της συχνότητας (αν το σύστηµα είναι
ευσταθές), είτε στο χώρο του Laplace (όπως ϑα δούµε µετά τις διακοπές). Ας δούµε πως µπορεί να γίνει αυτό
µέσα από ένα παράδειγµα.
΄Εστω

d2

dt2
y(t) + 3

d

dt
y(t) + 2y(t) = 2x(t) (5)

ένα ΓΧΑ σύστηµα του οποίου Ϲητούµε την κρουστική απόκριση h(t).
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(αʹ) Μεταφέρετε τη διαφορική εξίσωση στο πεδίο της συχνότητας, εφαρµόζοντας την ιδιότητα της παραγώγισης
του µετασχ. Fourier.

(ϐʹ) Γνωρίζουµε ότι ένα σύστηµα στο πεδίο της συχνότητας µπορεί να περιγραφεί ως σχέση εισόδου-εξόδου
ως

Y (f) = H(f)X(f) (6)

µε H(f) την απόκριση σε συχνότητα (δηλ. το µετασχ. Fourier της κρουστικής απόκρισης), και
Y (f), X(f) τους µετασχ. Fourier της εξόδου και της εισόδου, αντίστοιχα. Φέρτε το αποτέλεσµα του
προηγούµενου ερωτήµατος στην παραπάνω µορφή και λύστε ως προς H(f).

Απ: H(f) = 2
(j2πf)2+3(j2πf)+2

(γʹ) Χρησιµοποιήστε ανάπτυγµα σε µερικά κλάσµατα και τους πίνακές σας µε τα Ϲεύγη µετασχηµατισµών
για να ϐρείτε την κρουστική απόκριση h(t).

Απ: h(t) = (2e−t − 2e−2t)u(t)

΄Ασκηση 3 - Ιδανικά ϕίλτρα Ι

΄Εστω το περιοδικό σήµα

x(t) = 2 cos(2π600t− π/3)− cos(2π1000t+ π/8) + cos(2π1500t) (7)

(αʹ) Υπολογίστε την περίοδό του, T0.

(ϐʹ) Σχεδιάστε το ϕάσµα πλάτους και το ϕάσµα ϕάσης του σήµατος.

(γʹ) Αν το x(t) δίνεται ως είσοδος σε ένα ΓΧΑ σύστηµα µε κρουστική απόκριση h(t) = 2000sinc(2000t), να
ϐρείτε την έξοδο y(t).

[⋆] ΄Ασκηση 4 - Ιδανικά ϕίλτρα ΙΙ

Είδατε στο µάθηµα ότι το ιδανικό χαµηλοπερατό ϕίλτρο

hLP (t) = 2fcsinc(2fct) =
sin(2πfct)

πt
(8)

΄Αραγε αν αντικαταστήσουµε τον αριθµητή µε ένα συνηµιτονο, δηλ.

h(t) =
cos(2πfct)

πt
(9)

ποιά είναι η απόκριση συχνότητας αυτού του ϕίλτρου ; Προτείνουµε να χρησιµοποιήσετε γνωστά Ϲεύγη και
ιδιότητες, αφού διαχωρίσετε ‘‘κατάλληλα’’ το κλάσµα.

΄Ασκηση 5 - Ειδικές κατηγορίες συστηµάτων

΄Εστω το ευσταθές σύστηµα που περιγράφεται από τη διαφορική εξίσωση
d

dt
y(t) + y(t) =

d

dt
x(t)− x(t) (10)

(αʹ) ∆είξτε ότι
|H(f)| = 1, ∀f (11)

και
θh(f) = tan−1

( 4πf

4π2f2 − 1

)
(12)

Τέτοια συστήµατα ονοµάζονται all-pass συστήµατα (ολοπερατά, στα Ελληνικά).

(ϐʹ) ∆είξτε ότι η κρουστική απόκριση του συστήµατος δίνεται ως

h(t) = δ(t)− 2e−tu(t) (13)


