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΄Ασκηση 1 - ΓΧΑ Συστήµατα Ι

(αʹ) Είναι

H(f) = 1− 8
1

2 + j2πf
+ 5

1

3 + j2πf
=

(j2πf)2 + 2(j2πf)− 8

(j2πf)2 + 5(j2πf) + 6
(1)

(ϐʹ) Είναι

x(t) = 2 cos(2t+ 0.0396π) = 2 cos

(
2π

1

π
t+ 0.0396π

)
(2)

΄Αρα σύµφωνα µε τη ϑεωρία

y(t) = 2

∣∣∣∣H (
1

π
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(
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=
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=
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1 + j5
=
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26
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26
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32

26
=

2

13
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16

13
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οπότε ∣∣∣∣H (
1

π

)∣∣∣∣ = 1

13

√
260 = 1.24 (5)

ϕH

(
1

π

)
= tan−1

16
13
2
13

= tan−1(8) = 0.4604π (6)

Οπότε
y(t) = 2.48 cos(2t+ 0.5π) (7)

(γʹ) Είναι

Y (f) = H(f)X(f) =
(j2πf)2 + 2(j2πf)− 8

(j2πf)2 + 5(j2πf) + 6

1

j2πf + 4
=

j2πf − 2

(j2πf + 3)(j2πf + 2)
(8)

(δʹ) ΄Εχουµε

Y (f) =
A

j2πf + 3
+

B

j2πf + 2
(9)

µε

A =
j2πf − 2

j2πf + 2

∣∣∣
j2πf=−3

= 5 (10)

B =
j2πf − 2

j2πf + 3

∣∣∣
j2πf=−2

= −4 (11)

οπότε
Y (f) = 5

1

j2πf + 3
− 4

1

j2πf + 2
←→ y(t) = 5e−3tu(t)− 4e−2tu(t) (12)
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΄Ασκηση 2 - ΓΧΑ Συστήµατα ΙΙ

(αʹ) Είναι
(j2πf)2Y (f) + 3(j2πf)Y (f) + 2Y (f) = 2X(f) (13)

(ϐʹ) ΄Εχουµε

Y (f)((j2πf)2 + j6πf + 2) = 2X(f)⇐⇒ H(f) =
Y (f)

X(f)
=

2

(j2πf)2 + 3j2πf + 2
(14)

(γʹ) Αναπτύσσοντας σε µερικά κλάσµατα έχουµε

H(f) =
A

j2πf + 2
+

B

j2πf + 1
(15)

µε

A =
2

j2πf + 1

∣∣∣
j2πf=−2

= −2 (16)

B =
2

j2πf + 2

∣∣∣
j2πf=−1

= 2 (17)

΄Αρα

H(f) = −2 1

j2πf + 2
+ 2

1

j2πf + 1
←→ h(t) = −2e−2tu(t) + 2e−tu(t) (18)

΄Ασκηση 3 - Ιδανικά ϕίλτρα Ι

(αʹ) Η ϑεµελιώδης συχνότητα ισούται µε

f0 = ΜΚ∆{600, 1000, 1500} = 100 Hz (19)

΄Αρα η περίοδος του είναι

T0 =
1

f0
= 0.01 s (20)

(ϐʹ) Είναι

x(t) = 2 cos(2π600t− π/3)− cos(2π1000t+ π/8) + cos(2π1500t) (21)

= e−jπ/3ej2π600t + ejπ/3e−j2π600t −
(
1

2
ejπ/8ej2π1000t +

1

2
e−jπ/8e−j2π1000t

)
+

1

2
ej2π1500t +

1

2
e−j2π1500t

(22)

= e−jπ/3ej2π600t + ejπ/3e−j2π600t − 1

2
ejπ/8ej2π1000t − 1

2
e−jπ/8e−j2π1000t +

1

2
ej2π1500t +

1

2
e−j2π1500t

(23)

= e−jπ/3ej2π600t + ejπ/3e−j2π600t +
1

2
e−j7π/8ej2π1000t +

1

2
e7jπ/8e−j2π1000t +

1

2
ej2π1500t +

1

2
e−j2π1500t

(24)

Τα ϕάσµατα ϕαίνονται στο Σχήµα 1.

(γʹ) Αναγνωρίζουµε την κρουστική απόκριση ως αυτή ενός ιδανικού χαµηλοπερατού ϕίλτρου µε συχνότη-
τα αποκοπής fc = 1000 Hz και µοναδιαίου πλάτους, άρα στην εξοδο ϑα παραµείνουν οι συχνότητες
µικρότερες από 1000 Hz (χωρίς να την περιλαµβάνουν). Οπότε

y(t) = 2 cos(2π600t− π/3) (25)



Εφαρµοσµένα Μαθηµατικά για Μηχανικούς - 2022-2023/Λύσεις Τέταρτης Σειράς Ασκήσεων 3

Σχήµα 1: Φάσµατα ΄Ασκησης 3.

[⋆] ΄Ασκηση 4 - Ιδανικά ϕίλτρα ΙΙ

Θα είναι

H(f) = F{cos(2πfct)} ∗ F{1/πt} (26)

=

(
1

2
δ(f − fc) +

1

2
δ(f + fc)

)
∗ F{1/πt} (27)

Γνωρίζουµε ότι

sgn(t)←→ 1

jπf
(28)

οπότε από την ιδιότητα της δυικότητας

1

jπt
←→ sgn(−f) = −sgn(f) (29)

λόγω περιττότητας της συνάρτησης προσήµου. Επίσης

1

πt
←→ −jsgn(f) (30)

΄Ετσι, από την εξίσωση (27) συνεχίζουµε και

H(f) = − j

2
sgn(f − fc)−

j

2
sgn(f + fc) (31)

΄Ασκηση 5 - Ειδικές κατηγορίες συστηµάτων

(αʹ) Είναι

d

dt
y(t) + y(t) =

d

dt
x(t)− x(t)←→ j2πfY (f) + Y (f) = j2πfX(f)−X(f) (32)

Y (f)(j2πf + 1) = X(f)(j2πf − 1) (33)
Y (f)

X(f)
= H(f) =

j2πf − 1

j2πf + 1
(34)

Το µέτρο της απόκρισης σε συχνότητα είναι

|H(f)| = |j2πf − 1|
|j2πf + 1|

=

√
4π2f2 + 1√
4π2f2 + 1

= 1, ∀f (35)
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ενώ για τη ϕάση πρέπει να γράψουµε το H(f) ως

H(f) =
j2πf − 1

j2πf + 1
(36)

=
−(1− j2πf)(1− j2πf)

|1 + j2πf |2
(37)

=
4π2f2 − 1

1 + 4π2f2
+ j

4πf

1 + 4π2f2
(38)

οπότε
θh(f) = tan−1 ℑ{H(f)}

ℜ{H(f)}
= tan−1 4πf

4π2f2 − 1
(39)

(ϐʹ) Είναι

H(f) = j2πf
1

1 + j2πf
− 1

j2πf + 1
←→ h(t) =

d

dt
e−tu(t)− e−tu(t) (40)

= −e−tu(t) + e−tδ(t)− e−tu(t) (41)
= δ(t)− 2e−tu(t) (42)


