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Οι ασκήσεις µε [⋆] είναι bonus, +10 µονάδες η καθεµία στο ϐαθµό αυτής της
σειράς ασκήσεων (δηλ. µπορείτε να πάρετε µέχρι 80/60 στο ϑεωρητικό κοµµάτι αυτής της σειράς.)

Χρησιµοποιήστε τα ολοκληρώµατα των πινάκων του Κεφαλαίου Υποβάθρου, όπου χρειάζεται.

Ασκηση 1 - Σειρά Fourier

΄Εστω το περιοδικό σήµα x(t) = | sin(πt)|.

(αʹ) Σχεδιάστε το σήµα ποιοτικά για t ∈ [0, 4] και ϐρείτε τη ϐασική του περίοδο T0.

(ϐʹ) Υπολογίστε αναλυτικά την εκθετική Σειρά Fourier του χρησιµοποιώντας τις σχέσεις του Euler.

(γʹ) Σχεδιάστε το ϕάσµα πλάτους και το ϕάσµα ϕάσης για k = ±4,±3,±2,±1, 0.

Απ: Xk =
2

π(1− 4k2)

Ασκηση 2 - Συντελεστές Fourier

Ενα σήµα µε περίοδο T0 λέγεται ότι έχει ‘‘συµµετρία µισού κύµατος ’’ αν ικανοποιεί τη σχέση

x(t) = −x

(
t− T0

2

)
(1)

Αυτό σηµαίνει ότι το µισό της µιας περιόδου του σήµατος ειναι το αρνητικό του άλλου µισού. ∆είξτε ότι οι συντελε-
στές Σειράς Fourier που αντιστοιχούν στους άρτιους συντελεστές X2k, είναι µηδέν για τα σήµατα µε µισού-κύµατος
συµµετρία.

Hint: Χρησιµοποιήστε τον ορισµό των Xk και ‘‘σπάστε’’ κατάλληλα το ολοκλήρωµα.

[⋆] Ασκηση 3 - Σειρές Fourier - Ιδιότητες

΄Εστω το περιοδικό σήµα x(t) που σε µια περίοδό του γράφεται ως

x(t) = t2, −π < t < π (2)

Αποδείξτε ότι
+∞∑
k=1

1

k4
=

π4

90
(3)

΄Ασκηση 4 - Μετασχηµατισµός Fourier Ι - Ορισµός

Χρησιµοποιήστε τον ορισµό για να ϐρείτε το µετασχ. Fourier των παρακάτω σηµάτων.

(αʹ) x(t) = e−2tu(t− 3)
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(ϐʹ) x(t) = e−4|t|

(γʹ) x(t) = te−2tu(t)

Απ: (α) X(f) = e−3(2+j2πf)

2+j2πf , (ϐ) X(f) = 8
16+4π2f2 , (γ) X(f) = 1

(2+j2πf)2

΄Ασκηση 5 - Μετασχηµατισµός Fourier ΙΙ - Ιδιότητες

Σας δίνεται ο µετασχ. Fourier ενός σήµατος x(t) ως

X(f) =
4

3 + j2πf
(4)

Βρείτε το µετασχ. Fourier των παρακάτω σηµάτων µε αποκλειστική χρήση ιδιοτήτων.

(αʹ) x(−2t)

(ϐʹ) x(t− 5)

(γʹ) x(8t− 2)

(δʹ) tx(t)

(εʹ) ej6tx(t)

(ϛʹ) dx(t)
dt

Απ: (α) 2
3−jπf , (ϐ) 4e−j10πf

3+j2πf , (γ) 4
24+j2πf e

−jπf/2, (δ) 4
(3+j2πf)2

, (ε) 4
3+j(2πf−6) , (στ) j8πf

3+j2πf

[⋆] ΄Ασκηση 6 - Μετασχηµατισµός Fourier - Γρίφος :-)

΄Εστω ότι για ένα σήµα x(t) µε µετασχ. Fourier X(f) µας δίνονται οι παρακάτω πληροφορίες :

� είναι πραγµατικό

� x(t) = 0 για t < 0

� ισχύει ∫ +∞

−∞
Re{X(f)}ej2πftdf = |t|e−|t| (5)

µε Re{X(f)} το πραγµατικό µέρος του µετασχ. Fourier του σήµατος x(t).

Βρείτε µια κλειστή έκφραση για το x(t).

Απ: x(t) = 2te−tu(t)

΄Ασκηση 7 - Αντίστροφος Μετασχ. Fourier - Ι

Αν γνωρίζετε ότι για ένα µετασχ. Fourier X(f) ισχύει ότι

|X(f)| = 2(u(f + 3)− u(f − 3)) (6)

µε u(·) τη ϐηµατική συνάρτηση, και
ϕx(f) = −3πf + π (7)

τότε ϐρείτε

(αʹ) την πολική αναπαράσταση του µετασχ. Fourier X(f)

(ϐʹ) το σήµα x(t)

(γʹ) τα σηµεία µηδενισµού του σήµατος x(t)

Απ: (ϐ) x(t) = −12sinc(9− 6t), (γ) t = 9−k
6 , k ∈ Z



Εφαρµοσµένα Μαθηµατικά για Μηχανικούς - 2022-23/Τρίτη Σειρά Ασκήσεων 3

΄Ασκηση 8 - Αντίστροφος Μετασχ. Fourier - ΙΙ

΄Εστω ο µετασχ. Fourier

X(f) =
10

24− (2πf)2 + j28πf
(8)

Προσέξτε ότι
24− (2πf)2 + j28πf = 24 + (j2πf)2 + 14(j2πf) = (2 + j2πf)(12 + j2πf) (9)

και εφαρµόστε ανάπτυγµα σε µερικά κλάσµατα1 για να ϐρείτε τον αντίστροφο Μετασχ. Fourier (δηλ. το σήµα στο
χρόνο x(t)) χρησιµοποιώντας την ιδιότητα της γραµµικότητας και γνωστά Ϲεύγη µετασχηµατισµών που γνωρίζετε ήδη
από τους Πίνακές σας.

Απ.: x(t) = (e−2t − e−12t)u(t)

1Θυµηθείτε τη διαδικασία όπως περιγράφεται στο κεφάλαιο Υποβάθρου.


