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Οι ασκήσεις µε [⋆] είναι bonus, +10 µονάδες η καθεµία στο ϐαθµό αυτής της
σειράς ασκήσεων (δηλ. µπορείτε να πάρετε µέχρι 100/90 σε αυτή τη σειρά.)

΄Ασκηση 1 - Εξισώσεις
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΄Ασκηση 2 - Ενέργεια και Ισχύς
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Αν υπολογίσετε την ισχύ του Px, αυτή ϑα προκύψει µηδενική.

(ϐʹ) Είναι
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Αν υπολογίσετε την ισχύ του, ϑα τη ϐρείτε µηδενική.

(γʹ) Ας υπολογίσουµε την ισχύ ενός γενικού ηµιτονοειδούς σήµατος.

Px = lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T
A2 cos2(2πf0t+ θ)dt = lim

T→∞

A2

4T

∫ T

−T
[1 + cos(4πf0t+ 2θ)]dt (19)

= lim
T→∞

A2

4T

∫ T

−T
dt+ lim

T→∞

A2

4T

∫ T

−T
cos(4πf0t+ 2θ)dt (20)

Ο πρώτος όρος ειναι ίσος µε A2/2. Επίσης, ο δεύτερος όρος µπορεί να δειχθεί εύκολα ότι είναι µηδέν. ΄Αρα
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Μπορεί κανείς να δείξει ότι για ένα άθροισµα N ηµιτονοειδών διαφορετικών συχνοτήτων, ϑα έχουµε
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Οπότε στο Ϲητούµενο της άσκησης, είναι
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Φυσικά µια λιγότερο γενική λύση είναι επίσης σωστή. Αν υπολογίσετε την ενέργειά του, ϑα τη ϐρείτε
άπειρη.

(δʹ) Στο σήµα x(t) = e2t, −∞ < t < +∞, τόσο η ενέργεια όσο και η ισχύς του δεν ορίζονται (άπειρες και οι
δυο).

(εʹ) Ας υπολογίσουµε την ενέργεια του x(t) = e2t, t ∈ [0, 2]. Είναι
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Αν υπολογίσετε την ισχύ του, ϑα τη ϐρείτε µηδενική.

Οι γραφικές παραστάσεις ϕαίνονται στο Σχήµα 1.
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Σχήµα 1: Σχήµατα ΄Ασκησης 2.

[⋆] ΄Ασκηση 3 - Μετασχηµατισµοί Σηµάτων

Για κάθε περίπτωση ϑα είναι

(αʹ) Το σήµα x(t− 3) αποτελεί µια χρονική µετατόπιση του αρχικού σήµατος κατά t0 = 3 δεξιά. ΄Αρα το σήµα
είναι σίγουρα µηδενικό για 1 ≤ t ≤ 7.

(ϐʹ) Το σήµα x(t + 4) αποτελεί µια χρονική µετατόπιση του αρχικού σήµατος κατά t0 = 4 αριστερά. ΄Αρα το
σήµα είναι σίγουρα µηδενικό για −6 ≤ t ≤ 0.

(γʹ) Το σήµα x(−t) αποτελεί µια ανάκλαση του αρχικού σήµατος ως προς τον κατακόρυφο άξονα. ΄Αρα το σήµα
έχει σίγουρα µηδενικές τιµές για −4 ≤ t ≤ 2.

(δʹ) Το σήµα x(−t + 2) αποτελεί µια ανάκλαση του αρχικού σήµατος ως προς τον κατακόρυφο άξονα και στη
συνέχεια µια ολίσθηση προς τα δεξιά - λόγω της αντιστροφής του άξονα του χρόνου. ΄Αρα το σήµα έχει
σίγουρα µηδενικές τιµές για −2 ≤ t ≤ 4.

(εʹ) Το σήµα x(−t − 2) αποτελεί µια ανάκλαση του αρχικού σήµατος ως προς τον κατακόρυφο άξονα και στη
συνέχεια µια ολίσθηση προς τα αριστερά - λόγω της αντιστροφής του άξονα του χρόνου. ΄Αρα το σήµα έχει
σίγουρα µηδενικές τιµές για −6 ≤ t ≤ 0.

(ϛʹ) Το σήµα x(3t) αποτελεί µια χρονική στάθµιση (συµπίεση) του αρχικού σήµατος, κατά παράγοντα a = 3.
΄Αρα το σήµα έχει σίγουρα µηδενικές τιµές για −2/3 ≤ t ≤ 4/3.

(Ϲʹ) Το σήµα x(t/2) αποτελεί µια χρονική στάθµιση (διαστολή) του αρχικού σήµατος, κατά παράγοντα a = 1/2.
΄Αρα το σήµα έχει σίγουρα µηδενικές τιµές για −4 ≤ t ≤ 8.

Τα παραπάνω µπορείτε να τα ϐρείτε µε τον ορισµό που σας δίνεται, αντικαθιστώντας το t µε τους αντίστοιχους
µετασχηµατισµούς. ΄Οµως συνίσταται να µάθετε τους κανόνες που προκύπτουν από τους µετασχηµατισµούς
της χρονικής µεταβλητής.
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΄Ασκηση 4 - ∆ιαφορικές Εξισώσεις ως Συστήµατα

(αʹ) Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο είναι
λ2 + 11λ+ 18 (25)

και οι χαρακτηριστικές του ϱίζες είναι οι

λ1 = −2, λ2 = −9 (26)

΄Αρα η απόκριση µηδενικής κατάστασης είναι
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Από τις αρχικές συνθήκες έχουµε

y(0−) = 1 = c1 + c2 (28)
y′(0−) = −1 = −2c1 − 9c2 (29)

και λύνοντας το σύστηµα έχουµε c1 = 8/7 και c2 = −1/7. Οπότε
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(ϐʹ) Θεωρούµε το απλούστερο σύστηµα
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µε κρουστική απόκριση ho(t). Οι νέες ‘‘αρχικές συνθήκες ’’ που γεννά η συνάρτηση ∆έλτα όταν εµφανίζεται
στην είσοδο του συστήµατος είναι οι
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−) = 0 (32)

h′o(0
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Ξανά, οι χαρακτηριστικές του ϱίζες είναι οι
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(γʹ) Η απόκριση µηδενικής κατάστασης δίνεται ως

yzs(t) = x(t) ∗ h(t) =
∫ +∞

−∞
x(τ)h(t− τ)dτ =

∫ +∞

−∞
eaτe−9(t−τ)dτ (42)
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για t > 0, δηλ.

yzs(t) =
1

a+ 9
(eat − e−9t)u(t) (45)

(δʹ) Το σύστηµα είναι ευσταθές γιατί οι χαρακτηριστικές του ϱίζες είναι όλες αρνητικές. Το σύστηµα είναι
αιτιατό, γιατί για την κρουστική του απόκριση ισχύει ότι h(t) = 0, t < 0.

΄Ασκηση 5 - Συνέλιξη

(i) Είναι

cxy(t) = x(t) ∗ y(t) =
∫ +∞

−∞
x(τ)y(t− τ)dτ = −

∫ +∞

−∞
e−τu(τ − 1)u(t− τ)dτ (46)

= −
∫ t

1
e−τdτ = −(−e−τ )

∣∣∣t
1
= (e−t − e−1) (47)

για 1 < τ < t ⇐⇒ t > 1, άρα
cxy(t) = (e−t − e−1)u(t− 1) (48)

(ii) ∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις στο Σχήµα 2.

Σχήµα 2: Περιπτώσεις ΄Ασκησης 5β.

(αʹ) Είναι cxy(t) = 0, για t+ 1/2 < −1/4 ⇐⇒ t < −3/4.
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(ϐʹ) Είναι

cxy(t) =

∫ t+1/2

−1/4
2dτ = 2τ

∣∣∣t+1/2

−1/4
= 2(t+ 3/4) (49)

για t+ 1/2 > −1/4 και t+ 1/2 < 1/4, δηλ. −3/4 < t < −1/4.

(γʹ) Είναι

cxy(t) =

∫ 1/4

−1/4
2τ = 2τ

∣∣∣1/4
−1/4

= 1 (50)

για t− 1/2 < −1/4 και t+ 1/2 > 1/4, δηλ. −1/4 < t < 1/4.

(δʹ) Είναι

cxy(t) =

∫ 1/4

t−1/2
2dτ = 2τ

∣∣∣1/4
t−1/2

=
3

2
− 2t (51)

για t− 1/2 < 1/4 και t− 1/2 > −1/4, δηλ. 1/4 < t < 3/4.

(εʹ) Είναι cxy(t) = 0, για t > 3/4. ΄Αρα συνολικά

c(t) =


0, t < −3/4
2t+ 3

2 , −3/4 < t < −1/4
1, −1/4 < t < 1/4
3
2 − 2t, 1/4 < t < 3/4
0, t > 3/4

(52)

΄Ασκηση 6 - Ραδιοφωνία ΑΜ

(αʹ) Προβληµατίζει το γεγονός ότι

λ =
c

f
=

3× 108

440
≈ 682.000 m (53)

οπότε το µέγεθος της κεραίας πρέπει να είναι ανάλογο αυτής της πολύ µεγάλης ποσότητας. Προφανώς
είναι ένα µέγεθος ανέφικτο στην πράξη.

(ϐʹ) Το νέο µήκος της κεραίας πρέπει να είναι ανάλογο της ποσότητας

λ =
c

f
=

3× 108

10000
≈ 30.000 m (54)

΄Αρα για αυτή τη συχνότητα, το µέγεθος της κεραίας µειώνεται σηµαντικά αλλά πάλι είναι ανέφικτη η
κατασκευή της. Παραητρούµε ότι το µήκος της κεραίας µειώνεται όσο αυξάνεται η συχνότητα.

(γʹ) Το σήµα που στέλνεται είναι
x(t) =

[
2 +m(t)

]
c(t) (55)

i. Για το m(t) έχουµε

m(t) = 2 cos(2π440t− π

4
) = e−jπ/4ej2π440t + ejπ/4e−j2π440t (56)

και τα ϕάσµατα ϕαίνονται στο Σχήµα 3.

ii. Για το c(t) έχουµε

c(t) = cos(2π10000t) =
1

2
ej2π10000t +

1

2
e−j2π10000t (57)

και τα ϕάσµατα ϕαίνονται στο Σχήµα 4.



Εφαρµοσµένα Μαθηµατικά για Μηχανικούς - 2022-23/∆εύτερη Σειρά Ασκήσεων 7

f0

0

Φάσμα πλάτους Φάσμα φάσης
1

f

-440 440

440

440

π/4

-π/4

Σχήµα 3: Φάσµατα σήµατος m(t).
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1/2

f

-10000 10000

Σχήµα 4: Φάσµατα σήµατος c(t).

iii. Είναι

x(t) =
[
2 +m(t)

]
c(t) = 2c(t) +m(t)c(t) (58)

= 2 cos(2π10000t) + 2 cos(2π440t− π/4) cos(2π10000t) (59)
= 2 cos(2π10000t) + cos(2π9560t+ π/4) + cos(2π10440t− π/4) (60)
= cos(2π9560t+ π/4) + 2 cos(2π10000t) + cos(2π10440t− π/4) (61)

από γνωστή τριγωνοµετρία (ή σχέσεις του Euler).
iv. Από το προηγούµενο ερώτηµα

x(t) = cos(2π9560t+ π/4) + 2 cos(2π10000t) + cos(2π10440t− π/4) (62)

=
1

2
ejπ/4ej2π9560t +

1

2
e−jπ/4e−j2π9560t + ej2π10000t + e−j2π10000t +

1

2
e−jπ/4ej2π10440t +

1

2
ejπ/4e−j2π10000t

(63)

Από το Σχήµα 5, το ϕάσµα του x(t) περιέχει πληροφορία στις συχνότητες 9560, 10000, 10440 Hz.
Με άλλα λόγια, το ϕάσµα του σήµατος πληροφορίας m(t) έχει µεταφερθεί γύρω από τη συχνότητα
10000 Hz του ϕέροντος σήµατος c(t)! ΄Ετσι, το σήµα x(t) έχει υψηλότερες συχνότητες από το σήµα
πληροφορίας, κοντά στη συχνότητα του ϕέροντος - µάλιστα, αν η συχνότητα του ϕέροντος είναι αρκετά
µεγάλη (της τάξης των MHz), τότε η κατασκευή της κεραίας είναι εφικτή, εφόσον οι συχνότητες του
σήµατος πληροφορίας ϑα µεταφερθούν γύρω από αυτή !

v. ΄Εχουµε

r(t) = x(t)d(t) =
(
2 +m(t)

)
c(t)d(t) (64)

= 2c(t)d(t) +m(t)c(t)d(t) (65)

= 4 cos2(2π10000t) + 4 cos(2π440t− π/4) cos2(2π10000t) (66)
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f0

0
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1

f

-10000 10000

10440

-10440

π/4

-π/4

-9560-10440 104409560

1/2 -9560

9560

Σχήµα 5: Φάσµατα σήµατος x(t).

I. ΄Εχουµε

r(t) = 4 cos2(2π10000t) + 4 cos(2π440t− π/4) cos2(2π10000t) (67)

= 2 + 2 cos(2π20000t) + 4 cos(2π440t− π/4)
(1
2
+

1

2
cos(2π20000t) (68)

= 2 + 2 cos(2π20000t) + 2 cos(2π440t− π/4) + 2 cos(2π440t− π/4) cos(2π20000t) (69)
= 2 + 2 cos(2π20000t) + 2 cos(2π440t− π/4) + cos(2π19560t+ π/4) + cos(2π20440t− π/4)

(70)

II. Από το προηγούµενο ερώτηµα έχουµε

r(t) = 2 + 2 cos(2π20000t) + 2 cos(2π440t− π/4) + cos(2π19560t+ π/4) + cos(2π19440t− π/4)

(71)

= 2 + ej2π20000t + e−j2π20000t + e−jπ/4ej2π440t + ejπ/4e−j2π440t +
1

2
ejπ/4ej2π19560t

+
1

2
e−jπ/4e−j2π19560t +

1

2
e−jπ/4ej2π20440t +

1

2
ejπ/4e−j2π20440t (72)

∆είτε το Σχήµα 6. Προσέξτε ότι το σήµα πληροφορίας έχει επανέλθει στις ‘‘φυσιολογικές ’’ του

f

0

Φάσμα πλάτους Φάσμα φάσης
1

f

-20000 20000

20440

-20440

π/4

-π/4

-19560-20440 2044019560

1/2 -19560

19560

440-440

2

440

440

Σχήµα 6: Φάσµατα σήµατος r(t).

συχνότητες. ΄Ετσι µπορούµε ξανά να το ακούσουµε.
III. Στη Ϲώνη [−440, 440] υπάρχει επιπλέον πληροφορία, και συγκεκριµένα στη συχνότητα f = 0!1

1Στην πράξη, αυτό δεν αποτελεί ιδιαίτερο πρόβληµα.
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΄Ασκηση 7 - Σειρά Fourier

(αʹ) Η παράγωγος του σήµατος x(t) ϕαίνεται στο Σχήµα 7. Αυτό το σήµα είναι γνωστό σήµα από τις διαλέξεις

Σχήµα 7: Παράγωγος σήµατος άσκησης 2.

και έχει συντελεστές Fourier

Xd
k =

1

πk
(−1)kejπ/2 (73)

Οι συντελεστές του αρχικού σήµατος δίνονται από την ιδιότητα της ολοκλήρωσης, και είναι

Xk =
1

j2πkf0
Xd

k =
1

j2πkf0

1

πk
(−1)kejπ/2 (74)

=
1

j2πk 1
2

1

πk
(−1)kejπ/2 =

1

jπ2k2
(−1)ejπ/2 (75)

= e−jπ/2 1

π2k2
(−1)kejπ/2 =

1

π2k2
(−1)k (76)

κι επίσης

X0 =
1

T0

∫
T0

x(t)dt =
1

2

∫ 1

−1

t2

2
dt =

1

4

t3

3

]1
−1

=
1

4

2

3
=

1

6
(77)

(ϐʹ) Τα ϕάσµατα ϕαίνονται στο Σχήµα 8.

Σχήµα 8: Φάσµατα άσκησης 2.
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΄Ασκηση 8 - Σειρές Fourier - Ιδιότητες Ι

Αφού το σήµα είναι πραγµατικό και έχει συντελεστές Xk µόνο για |k| ≤ 1, ϑα είναι της µορφής

x(t) = X∗
1e

−j2π 1
2
t +X0 +X1e

j2π 1
2
t (78)

Επιπλέον, αφού είναι περιττό, τότε οι συντελεστές Xk ϑα είναι καθαρά ϕανταστικοί αριθµοί και περιττοί, δηλ.

Xk = −X−k (79)

όπως επίσης και X0 = 0. Από τη σχέση του ολοκληρώµατος - που αποτελεί το ϑεώρηµα του Parseval - ϑα
έχουµε

1

2

∫ 2

0
|x(t)|2dt = 1 ⇐⇒

1∑
k=−1

|Xk|2 = 1 ⇐⇒ 2|X1|2 + |X0|2 = 1 (80)

⇐⇒ 2|X1|2 = 1 (81)

⇐⇒ |X1| =
1√
2

(82)

⇐⇒ X1 = ±j
1√
2

(83)

(84)

΄Ετσι, αν X1 = j 1√
2
, τότε −X−1 = X1 = j 1√

2
, και αν X1 = −j 1√

2
, τότε −X−1 = X1 = −j 1√

2
. Τα δυο σήµατα

που ικανοποιούν τα παραπάνω είναι τα

x1(t) =
1

j
√
2
ejπt − 1

j
√
2
e−jπt =

√
2 sin(πt) (85)

x2(t) = − 1

j
√
2
ejπt +

1

j
√
2
e−jπt = −

√
2 sin(πt) (86)

΄Ασκηση 9 - Σειρές Fourier - Ιδιότητες ΙΙ

Για να είναι πραγµατικό, ϑα πρέπει Xk = X∗
−k, οπότε

X∗
−k =

{
2, k = 0(
j
(
1
2

)|−k|)∗
, k ̸= 0

=

{
2, k = 0

−j
(
1
2

)|k|
, k ̸= 0

̸= Xk (87)

και άρα δεν είναι πραγµατικό.


