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Ασκηση 1 - Μιγαδικές Εξισώσεις Ι
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{
8 + 2y = 3x
−2x = 1 + 3y
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Λύνοντας το σύστηµα προκύπτει (x, y) = (22/13,−19/13), άρα ο µιγαδικός είναι ο z = 22
13 − j 1913 .

(ϐʹ)

2z + 16

z + 5
= 3− j ⇐⇒ 2z + 16 = (3− j)(z + 5) ⇐⇒ 2(x+ jy) + 16 = (3− j)(x+ jy + 5) (4)

⇐⇒ −x+ j2y + 1 = j3y − jx+ y − j5 ⇐⇒ (1− x− y) + j(−y + x+ 5) = 0 (5)

⇐⇒
{

1− x− y = 0
x− y + 5 = 0

⇐⇒
{

x = 1− y
y = x+ 5

(6)

και λύνοντας το σύστηµα παίρνουµε (x, y) = (−2, 3) και άρα ο µιγαδικός είναι ο z = −2 + j3.

Ασκηση 2 - Μιγαδικές Εξισώσεις ΙΙ

(αʹ) ΄Εστω z = x+ jy, έχουµε

(1− 2j)(z + z∗)− (3− j)(z − z∗) = 4−ℑ{z} ⇐⇒ (1− 2j)2ℜ{z} − (3− j)j2ℑ{z} = 4−ℑ{z} (7)

⇐⇒ (1− 2j)2x− (3− j)j2y = 4− y (8)

⇐⇒ 2x− 4jx− j6y + j22y = 4− y (9)

⇐⇒ (2x− y − 4) + j(−4x− 6y) = 0 (10)

⇐⇒
{

2x− y = 4
2x = −3y

(11)

Λύνοντας το σύστηµα παίρνουµε (x, y) = (3/2,−1), οπότε z = 3
2 − j.

(ϐʹ) Είναι(1 + j

1− j
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= 1 + j − 1

x+ jy
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((1 + j)(1 + j)

|1− j|2
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= 1 + j − 1

x+ jy
(12)

⇐⇒ −4

4
= 1 + j − 1

x+ jy
⇐⇒ 2 + j =

1

x+ jy
⇐⇒ (x+ jy)(2 + j) = 1

(13)

⇐⇒ 2x+ jx+ j2y + j2y = 1 ⇐⇒ (2x− 1− y) + j(x+ 2y) = 0 (14)

⇐⇒
{

2x− y = 1
x+ 2y = 0

(15)
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Λύνοντας το σύστηµα παίρνουµε (x, y) = (2/5,−1/5).

Ασκηση 3 - Γεωµετρικοί Τόποι Ι

(αʹ) ℜ{z} = −1 ⇐⇒ x = −1
Είναι κατακόρυφη ευθεία που τέµνει κάθετα το σηµείο (−1, 0).

(ϐʹ) ℜ{z} = 1− 2ℑ{z} ⇐⇒ x = 1− 2y
Είναι η ευθεία y = 1

2 − 1
2x.

(γʹ) ℜ{z} = 4 + 2(ℑ{z})2 ⇐⇒ x = 4 + 2y2

Είναι η παραβολή y2 = 1
2x− 2.

(δʹ) z2 − (z∗)2 = 2ℜ{z} ⇐⇒ (z − z∗)(z + z∗) = 2x ⇐⇒ j2y2x = 2x ⇐⇒ 2x− j4xy = 0
Από την παραπάνω σχέση προκύπτει

2x = 0

4xy = 0

κι έτσι έχουµε (x, y) = (0, y). ΄Αρα είναι όλα τα σηµεία του άξονα y′y.

(εʹ)

|z − (2− 3j)| = |z − 1− j| ⇐⇒ |z − (2− 3j)|2 = |z − 1− j|2 ⇐⇒ (x− 2)2 + (y + 3)2 = (x− 1)2 + (y − 1)2

⇐⇒ x2 − 4x+ 4 + y2 + 6y + 9 = x2 − 2x+ 1 + y2 − 2y + 1 ⇐⇒ 8y = 2x− 11

Είναι η ευθεία y = 1
4x− 11

8 .

[⋆] Ασκηση 4 - Γεωµετρικοί Τόποι ΙΙ

(αʹ) z =
2k − 3j

12 + j8k
=

(2k − 3j)(12− j8k)

|12 + 8jk|2
=

24k − j16k2 − 36j − 24k

144 + 64k2
=

−j(16k2 + 36)

64k2 + 144
= −j

1

4
, k ∈ ℜ

(ϐʹ) Αφού ο γεωµετρικός τόπος του w είναι κύκλος µε κέντρο την αρχή των αξόνων και ακτίνα 4, τότε |w| = 4,

δηλ. w = 4ejθ.

2z = w +
1

w
⇐⇒ z = 2ejθ +

1

8
e−jθ ⇐⇒ z = 2 cos(θ) +

1

8
cos(θ) + j(2 sin(θ)− 1

8
sin(θ)) (16)

⇐⇒ x+ jy = 2 cos(θ) +
1

8
cos(θ) + j(2 sin(θ)− 1

8
sin(θ)) (17)

⇐⇒
{

x = 17
8 cos(θ)

y = 15
8 sin(θ)

(18)

Υψώνοντας στο τετράγωνο και προσθέτοντας, έχουµε

x2(
17
8

)2 +
y2(
15
8

)2 = 1 (19)

Ασκηση 5 - Ρίζες πολυωνύµων

Το πολυώνυµο έχει δυο ϱίζες και γνωρίζουµε ότι η µια είναι µιγαδική, δηλ.

z1 =
1− 2j

1 + j
= −1

2
− j

3

2
(20)
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Αφου οι συντελεστές του πολυωνύµου είναι πραγµατικοί, τότε η δεύτερη ϱίζα ϑα είναι η συζυγής της πρώτης,

δηλ.

z2 = z∗1 =
1 + 2j

1− j
= −1

2
+ j

3

2
(21)

Γνωρίζουµε ότι

z1 + z2 = −κ (22)

z1z2 = λ (23)

δηλ.

z1 + z∗1 = −κ ⇐⇒ 2ℜ{z1} = −κ ⇐⇒ 2
(
− 1

2

)
= −κ ⇐⇒ κ = 1 (24)

z1z2 = λ ⇐⇒ z1z
∗
1 = λ ⇐⇒ |z1|2 = λ ⇐⇒ λ =

5

2
(25)

Ασκηση 6 - Επίλυση εξισώσεων

(αʹ) Είναι

z3 = 27 ⇐⇒ z3 = 27ej2kπ ⇐⇒ z =
3
√
27ej

2kπ
3 ⇐⇒ z = 3ej

2kπ
3 , k = 0, 1, 2 (26)

(ϐʹ) Είναι

z − 2z∗ = 1− j ⇐⇒ x+ jy − 2x+ 2jy = 1− j ⇐⇒ (−x− 1) + j(3y + 1) = 0 ⇐⇒
{

x = −1
3y + 1 = 0

(27)

και άρα z = −1− j 13 .

(γʹ) Είναι

z4 + 16 = 0 ⇐⇒ z4 = −16 = −16ej2kπ ⇐⇒ z4 = 16ej(2kπ+π) ⇐⇒ z =
4
√
16ej

2kπ+π
4 ⇐⇒ z = 2ej

2kπ+π
4

(28)

που για k = 0, 1, 2, 3 δίνουν z = ±
√
2± j

√
2.

Ασκηση 7 - Euler και De Moivre

(αʹ) (1 + j)12 = (
√
2ejπ/4)12 =

√
2
12
ej3π = 64ejπ = −64

(ϐʹ) (2 + 2j)4 = 24(1 + j)4 = 16(
√
2ejπ/4)4 = 64ejπ = −64

(γʹ) (1 + j)4 − (1− j)5 = (
√
2ejπ/4)4 − (

√
2e−jπ/4)5 = 4ejπ − 4

√
2e−j5π/4 = −4 + 4

√
2e−jπ/4 = −4j

(δʹ)
(−1 + j)16

(1 + j)10
=

(
√
2ej3π/4)16

(
√
2ejπ/4)10

=
√
2
6
ej38π/4 = 8e−jπ/2 = −8j


