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΄Ασκηση 1 - Συσχετίσεις και Φασµατικές Πυκνότητες

(αʹ) ∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις όπως στο Σχήµα 1.

� Για τις δυο τετριµµένες περιπτώσεις, είναι

ϕxy(τ) = 0 (1)

για 3/2− τ < 0 =⇒ τ > 3/2 και 1/2− τ > 2 =⇒ −3/2 > τ .

� Είναι

ϕxy(τ) =

∫ 3/2−τ

0
(−1)dt = τ − 3

2
(2)

για 1/2− τ < 0 και 3/2− τ > 0, δηλ. 1/2 < τ < 3/2.

� Είναι

ϕxy(τ) =

∫ 3/2−τ

1/2−τ
(−1)dt = −1 (3)

για 1/2− τ > 0 και 3/2− τ < 2, δηλ. −1/2 < τ < 1/2.

� Είναι

ϕxy(τ) =

∫ 2

1/2−τ
(−1)dt = −τ − 3

2
(4)

για 1/2− τ < 2 και 3/2− τ > 2, δηλ. −3/2 < τ < −1/2.

Αρα συνολικά

ϕxy(τ) =


0, τ > 3/2, τ < −3/2
τ − 3/2, 1/2 < τ < 3/2
−1, −1/2 < τ < 1/2
−τ − 3/2, −3/2 < τ < −1/2

(5)

(ϐʹ) Ξέρουµε ότι
ϕyx(τ) = ϕxy(−τ) (6)

και άρα

ϕyx(τ) =


0, τ < −3/2, τ > 3/2
−τ − 3/2, −3/2 < τ < −1/2
−1, −1/2 < τ < 1/2
τ − 3/2, 1/2 < τ < 3/2

(7)

(γʹ) Είναι
Φx(f) = |X(f)|2 = |2sinc(2f)e−j2πf |2 = 4sinc2(2f) (8)

και
Φy(f) = |Y (f)|2 = | − sinc(f)e−j2πf |2 = sinc2(f) (9)
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Σχήµα 1: Σχήµα Ασκησης 1.

(δʹ) Είναι
Φxy(f) = X∗(f)Y (f) = −2sinc(2f)sinc(f) (10)
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και
Φyx(f) = Y ∗(f)X(f) = −2sinc(2f)sinc(f) (11)

[⋆ x 2] ΄Ασκηση 2 - Περιοδική αυτοσυσχέτιση (διπλό bonus)

(αʹ) Η ϕασµατική πυκνότητα ενέργειας της µιας περιόδου x(t, T0) του περιοδικού σήµατος είναι

Φx(f, T0) = F{ϕx(t, T0)} = |X(f, T0)|2 =
∣∣∣F {

rect

(
t

4

)
+ rect

(
t

2

)} ∣∣∣2 (12)

= |4sinc(4f) + 2sinc(2f)|2 (13)

= 4sinc2(2f) + 16sinc2(4f) + 16sinc(2f)sinc(4f) (14)

(ϐʹ) Η περιοδική αυτοσυσχέτιση δίνεται ως

ϕx(τ) =
1

T0
ϕx(τ, T0) ∗

+∞∑
k=−∞

δ(τ − kT0) =
1

T0

+∞∑
k=−∞

ϕx(τ − kT0, T0) (15)

µε ϕx(τ, T0) την αυτοσυσχέτιση µιας περιόδου του περιοδικού σήµατος. Η τελευταία ϑα είναι

ϕx(τ, T0) = F−1{Φx(f, T0)} = F−1{4sinc2(2f) + 16sinc2(4f) + 16sinc(2f)sinc(4f)} (16)

= F−1{4sinc2(2f)}+ F−1{16sinc2(4f)}+ F−1{16sinc(2f)sinc(4f)} (17)

= 2tri
(τ
2

)
+ 4tri

(τ
4

)
+ 2F−1{2sinc(2f)} ∗ F−1{4sinc(4f)} (18)

= 2tri
(τ
2

)
+ 4tri

(τ
4

)
+ 2rect

(τ
2

)
∗ rect

(τ
4

)
(19)

Εκτελώντας τη συνέλιξη των δυο τετραγωνικών παλµών καταλήγουµε στο

2rect
(τ
2

)
∗ rect

(τ
4

)
= g(t) =


0, t < −3, t > 3
2t+ 6, −3 < t < −1
4, −1 < t < 1
6− 2t, 1 < t < 3

(20)

΄Αρα συνολικά από τη σχέση (15)

ϕx(τ) =
1

6

[
2

+∞∑
k=−∞

tri

(
τ − 6k

2

)
+ 4

+∞∑
k=−∞

tri

(
τ − 6k

4

)
+

+∞∑
k=−∞

g(τ − 6k)

]
(21)

µε

g(t) =


0, t < −3, t > 3
2t+ 6, −3 < t < −1
4, −1 < t < 1
6− 2t, 1 < t < 3

(22)

(γʹ) Η ϕασµατική πυκνότητα ισχύος δίνεται ως

Φx(f) =

+∞∑
k=−∞

|Xk|2δ
(
f − k

6

)
(23)

Οι συντελεστές |Xk|2 δίνονται ως

|Xk|2 =
1

T 2
0

Φx(f, T0)
∣∣∣
f=k/T0

=
1

62
Φx(f, T0)

∣∣∣
f=k/6

(24)
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και είναι

|Xk|2 =
1

62
(
4sinc2(2f) + 16sinc2(4f) + 16sinc(2f)sinc(4f)

) ∣∣∣
f=k/6

(25)

=
1

62

(
4sinc2

(
2
k

6

)
+ 16sinc2

(
4
k

6

)
+ 16sinc

(
2
k

6

)
sinc

(
4
k

6

))
(26)

΄Αρα από τη σχέση (23) έχουµε

Φx(f) =
1

6

[
+∞∑

k=−∞

(
2

3
sinc2

(
k

3

)
+

8

3
sinc2

(
2k

3

)
+

8

3
sinc

(
2k

3

)
sinc

(
k

3

))]
δ

(
f − k

6

)
(27)

[⋆] Ασκηση 3 - Ενέργεια στους δυο χώρους

Είναι

ϕx(0) =

∫ +∞

−∞
x2(t)dt =

∫ +∞

−∞
e−6t sin2(3t)u2(t)dt =

∫ +∞

0
e−6t

(
1

2
− 1

4
ej6t − 1

4
e−j6t

)
dt (28)

=

∫ +∞

0

1

2
e−6tdt−

∫ +∞

0

1

4
e(j−1)6tdt−

∫ +∞

0

1

4
e−(j+1)6tdt =

1

12
+

1

24(j − 1)
− 1

24(j + 1)
(29)

=
1

24
(30)

Επίσης

∫ +∞

−∞
Φx(f)df =

∫ +∞

−∞
|X(f)|2df =

∫ +∞

−∞

∣∣∣∣∣ 3

(3 + j2πf)2 + 9

∣∣∣∣∣
2

df (31)

=

∫ +∞

−∞

9

324 + 16π4f4
df =

∫ +∞

−∞

9
4

81 + 4π4f4
df (32)

=
9

4

∫ +∞

−∞

1

81 + 4π4f4
df =

9

4

1

54
=

1

24
(33)

λόγω του δοσµένου ολοκληρώµατος. Αυτή η ισοτιµία ισχύει για κάθε σήµα που έχει µετασχ. Fourier, όχι µόνο για το
συγκεκριµένο. Αυτό συµβαίνει γιατί η ενέργεια ενός σήµατος δίνεται από το ϕx(0) γιατί

ϕx(0) =

∫ +∞

−∞
x(t)x(t+ τ)dt

∣∣∣
τ=0

= Ex (34)

και λόγω του ϑεωρήµατος Parseval και του ότι η ϕασµατική πυκνότητα ενέργειας ισούται µε

Φx(f) = |X(f)|2 =⇒
∫ +∞

−∞
Φx(f)df =

∫ +∞

−∞
|X(f)|2df = Ex (35)

προκύπτει ότι η ισότητα είναι καθολική.

Ασκηση 4 - Φασµατική Πυκνότητα Ισχύος

(αʹ) Η ϕασµατική πυκνότητα ισχύος του σήµατος στην έξοδο του συστήµατος είναι

Φy(f) = Φx(f)|H(f)|2 = Crect

(
f

2B

)
|j2πf |2 = Crect

(
f

2B

)
4π2f2 (36)
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(ϐʹ) Η ισχύς του σήµατος στην έξοδο του συστήµατος είναι

Py =

∫ +∞

−∞
Φy(f)df =

∫ B

−B
4Cπ2f2df = 8π2C

B3

3
(37)

΄Ασκηση 5 - Φασµατικές Πυκνότητες και µετασχ. Laplace

(αʹ) Ξέρουµε ότι
ϕx(τ) = x(−τ) ∗ x(τ) (38)

οπότε
Φx(s) = X(−s)X(s) (39)

(ϐʹ) Το διάγραµµα πόλων-µηδενικών είναι το σύνολο όλων των πόλων και µηδενικών των διαγραµµάτων των µετασχ.
Lapace X(s) και X(−s). ΄Αρα αφού το X(s) έχει πόλους στο s = −3, s = −1, και µηδενικό στο s = −2, τότε το
X(−s) ϑα έχει πόλους στο s = 1, s = 3, και µηδενικό στο s = 2.

Το πεδίο σύγκλισης του µετασχ. Laplace της αυτοσυσχέτισης ϑα είναι η τοµή των επιµέρους πεδίων σύγκλισης των
X(s) και X(−s), δηλ.

Rϕ = {σ > −1} ∩ {σ < 1} = {−1 < σ < 1} (40)

΄Ασκηση 6 - ∆ειγµατοληψία Ι

(αʹ) Η δειγµατοληψία γίνεται ως t := nTs = n/fs = n/14, άρα

x1[n] = cos(4πn/14) = cos(2πn/7) (41)

x2[n] = cos(32πn/14) = cos

(
28πn+ 4πn

14

)
= cos(4πn/14) = cos(2πn/7) (42)

x3[n] = cos(116πn/14) = cos

(
112πn+ 4πn

14

)
= cos(4πn/14) = cos(2πn/7) (43)

(ϐʹ) Αυτό συµβαίνει γιατί παραβιάζεται το ϑεώρηµα του Shannon για τα σήµατα x2(t), x3(t), καθώς f2,max = 16 Hz και
f3,max = 58 Hz, και fs < 2fi,max, i = 2, 3. Αυτό έχει ως συνέπεια να συµβεί το ϕαινόµενο του aliasing, καθώς το
πρώτο σήµα έχει αντίγραφα του ϐασικού του ϕάσµατος στις συχνότητες

{kfs ± 2k} = {14k ± 2}, k ∈ Z (44)

ενώ τα επόµενα σήµατα στις συχνότητες

{kfs ± 16} = {14k ± 16}, k ∈ Z (45)
{kfs ± 58} = {14k ± 58}, k ∈ Z (46)

αντίστοιχα. Εύκολα µπορούµε να ϐρούµε ότι στο διάστηµα (−fs/2, fs/2) = (−7, 7) Hz, τα δυο τελευταία σήµατα
έχουν συχνότητες {14−16,−14+16} = {−2, 2} Hz και {4 ·14−58, −4 ·14+58} = {−2, 2}. Αρα το χαµηλοπερατό
ϕίλτρο ϑα αποκόψει τις συχνότητες στο διάστηµα (−7, 7), και σε όλες τις περιπτώσεις οι συχνότητες αυτές είναι οι
f0 = ±2 Hz. ∆εδοµένου ότι κάθε δειγµατοληπτηµένο σήµα είναι fs-περιοδικό, οτιδήποτε υπάρχει στο διάστηµα
(−fs/2, fs/2), επαναλαµβάνεται περιοδικά και εκτός αυτού. ΄Αρα τα τρια δειγµατοληπτηµένα σήµατα έχουν το
ίδιο ϕάσµα, άρα είναι τα ίδια. ∆είτε το Σχήµα 2 όπου στα υποσχήµατα (α-γ) ϕαίνονται τα ϕάσµατα των τριων
δειγµατοληπτηµένων σηµάτων. Το σχήµα δείχνει µόνο τα πρώτα 5 αντίγραφα του ϐασικού (µε κόκκινο πάντα
χρώµα) ϕάσµατος, γιάυτό και τα τρια σχήµατα δεν είναι ακριβώς ίδια (αν σχεδιάσουµε όλα τα αντίγραφα όπως
ορίστηκαν παραπάνω, ϑα είναι ακριβώς ίδια - κοντά στο µηδέν όµως ϐλέπετε ότι είναι ταυτόσηµα).
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Σχήµα 2: Σχήµα ’σκησης 6.

(γʹ) Για να ανακατασκευάσουµε ϑέτουµε n = tfs = 14t, δηλ.

xr1(t) = cos(2π14t/7) = cos(4πt) (47)
xr2(t) = cos(2π14t/7) = cos(4πt) (48)
xr3(t) = cos(2π14t/7) = cos(4πt) (49)

όπως αναµενόταν από το προηγούµενο ερώτηµα.

(δʹ) Μόνο το x1(t) ανακτήθηκε σωστά από τη δειγµατοληπτηµένη µορφή του, κι αυτό γιατί δειγµατοληπτήθηκε σύµφωνα
µε το κριτήριο του Shannon.

΄Ασκηση 7 - ∆ειγµατοληψία ΙΙ

(αʹ) fs,min = 2 · 15 = 30 Hz

(ϐʹ) fs,min = 2 · 20 = 40 Hz

(γʹ) fs,min = 2 · 2.5 = 5 Hz γιατί

sinc(5t− 3)←→ 1

5
rect(f/5)e−j2π3f/5 (50)

και ο παλµός έχει ϑετική µέγιστη συχνότητα 2.5 Hz.

(δʹ) fs,min = 2 · 20 = 40 Hz γιατί

sinc2(20t)←→ 1

20
tri(f/20) (51)

και ο παλµός έχει ϑετική µέγιστη συχνότητα 20 Hz.

(εʹ) fs,min = 2 · 25 = 50 Hz γιατί

cos(2π10t)sinc(30t)←→ 1

30
rect

(
f + 10

30

)
+

1

30
rect

(
f − 10

30

)
(52)

και ο παλµός γύρω από τα 10 Hz έχει ϑετική µέγιστη συχνότητα 25 Hz.
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(ϛʹ) fs,min = 2 · 5 = 10 Hz, γιατί

e−tu(t) ∗ sinc(10t)←→ 1

1 + j2πf

1

10
rect

(
f

10

)
(53)

και ο παλµός έχει ϑετική µέγιστη συχνότητα 5 Hz.

΄Ασκηση 8 - ∆ειγµατοληψία ΙΙΙ

(αʹ) Αν fs = 500 Hz, τότε παραβιάζεται το ϑεώρηµα της δειγµατοληψίας και για τους δυο τόνους, και ϑα έχουµε

ω1 =
2π440

500
=

44π

25
, ω2 =

2π880

500
=

88π

25
(54)

και άρα

x1[n] + x2[n] = cos

(
44πn

25

)
+ cos

(
88πn

25

)
(55)

= cos

(
50πn− 6πn

25

)
+ cos

(
100πn− 12πn

25

)
(56)

= cos

(
6πn

25

)
+ cos

(
12πn

25

)
(57)

Κατά την ανακατασκευή

x1(t) + x2(t) = x1[n] + x2[n]

∣∣∣∣∣
n=tfs

= cos

(
6π500t

25

)
+ cos

(
12π500t

25

)
= cos (2π60t) + cos (2π120t) (58)

Αρα ϑα ακουστούν τόνοι συχνότητας 60 και 120 Hz.

(ϐʹ) Αν fs = 2000 Hz, τότε δεν παραβιάζεται το ϑεώρηµα της δειγµατοληψίας και για τους δυο τόνους, και ϑα έχουµε

ω1 =
2π440

2000
=

11π

25
, ω2 =

2π880

2000
=

22π

25
(59)

και άρα

x1[n] + x2[n] = cos

(
11πn

25

)
+ cos

(
22πn

25

)
(60)

Κατά την ανακατασκευή

x1(t) + x2(t) = x1[n] + x2[n]

∣∣∣∣∣
n=tfs

= cos

(
11π2000t

25

)
+ cos

(
22π2000t

25

)
= cos (2π440t) + cos (2π880t) (61)

Αρα ϑα ακουστούν τόνοι συχνότητας 440 και 880 Hz.

΄Ασκηση 9 - ∆ειγµατοληψία IV

(αʹ) Η ελάχιστη τέτοια συχνότητα δειγµατοληψίας είναι fs,min = 2 · 20 = 40 kHz. Αυτή η συχνότητα επιτρέπει στο
αλλοιωµένο κοµµάτι του ϕάσµατος να επικαλύπτεται µε τις γειτονικές του ϱέπλικες, αλλά από τη στιγµή που δε
µας ενδιαφέρει, ένα χαµηλοπερατό ϕίλτρο µε συχνότητα αποκοπής fc = fs,min/2 = 20 kHz ϑα αποκόψει µόνο το
αναλλοίωτο κοµµάτι του ϕάσµατος.

(ϐʹ) Με την ίδια λογική, αφού το αλλοιωµένο κοµµάτι έχει αποµακρυνθεί, η µέγιστη συχνότητα του ϕάσµατος είναι
fmax = 20 kHz, άρα η ελάχιστη συχνότητα δειγµατοληψίας είναι fs,min = 2 · fmax = 40 kHz.
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΄Ασκηση 10 - ∆ειγµατοληψία στο MATLAB

Κώδικας MATLAB/Octave

[⋆] ΄Ασκηση 11 - Αφαίρεση ηχούς - MATLAB

Κώδικας MATLAB/Octave

[⋆] ΄Ασκηση 12 - Εύρεση ϑεµελιώδους συχνότητας στην ανθρώπινη ϕωνή - MATLAB

Κώδικας MATLAB/Octave


