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΄Ασκηση 1 - Ο µετασχηµατισµός Laplace

(αʹ) Είναι

[a sin(bt) + c cos(bt)]u(t)←→ ab

s2 + b2
+

cs

s2 + b2
=

ab+ cs

s2 + b2
= 3

3s+ 4

s2 + 9
=

9s+ 12

s2 + 9
(1)

άρα
ab = 12, b2 = 9, c = 9 =⇒ (a, b, c) = (−4,−3, 9) ή (4, 3, 9) (2)

(ϐʹ) Είναι

ae−bt[sin(ct) + d cos(ct)]u(t)←→ ac

(s+ b)2 + c2
+

ad(s+ b)

(s+ b)2 + c2
=

ads+ (ac+ adb)

(s+ b)2 + c2
=

35s+ 325

s2 + 18s+ 85
(3)

δηλ.
ads+ (ac+ adb)

s2 + 2sb+ (b2 + c2)
=

35s+ 325

s2 + 18s+ 85
(4)

΄Αρα
ad = 35, ac+ adb = 325, 2b = 18, b2 + c2 = 85 (5)

που µας δίνουν τελικά
d = ±7, a = ±5, b = 9, c = ±2 (6)

οπότε οι πιθανές τετράδες είναι

(a, b, c, d) = (5, 9, 2, 7) (7)
(a, b, c, d) = (−5, 9,−2,−7) (8)

(γʹ) Είναι

4e−atu(t) ∗ be−t/2u(t)←→ 4

s+ a

b

s+ 1
2

=
4b

(s+ a)(s+ 1/2)
=

4b

s2 + (a+ 1
2)s+

a
2

=
36

s2 + cs+ 3
(9)

άρα

4b = 36, a+
1

2
= c,

a

2
= 3 =⇒ (a, b, c) = (6, 9, 13/2) (10)

(δʹ) Είναι

aδ(t)− (bect − edt)u(t)←→ a− b

s+ c
+

1

s+ d
=

a(s+ c)(s+ d)− b(s+ d) + (s+ c)

(s+ c)(s+ d)
=

3s2

s2 + 5s+ 4
(11)

δηλ.

a(s2 + (c+ d)s+ cd)− bs− bd+ s+ c

s2 + (c+ d)s+ cd
=

as2 + (a(c+ d) + 1− b)s+ acd− bd+ c

s2 + (c+ d)s+ cd
=

3s2

s2 + 5s+ 4
(12)

οπότε
a = 3, 3(c+ d) + 1− b = 0, 3cd− bd+ c = 0, c+ d = 5, cd = 4 (13)

άρα
(a, b, c, d) = (3, 16, 4, 1) (14)
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΄Ασκηση 2 - Ο αντίστροφος µετασχηµατισµός Laplace

(αʹ) Είναι

X(s) =
24

s(s+ 8)
, σ > 0 =

A

s
+

B

s+ 8
(15)

µε

A = X(s)s
∣∣∣
s=0

=
24

s+ 8

∣∣∣
s=0

= 3 (16)

B = X(s)(s+ 8)
∣∣∣
s=−8

=
24

s

∣∣∣
s=−8

= −3 (17)

άρα

X(s) =
3

s
− 3

s+ 8
(18)

κι αφού σ > 0, ϑα είναι
x(t) = 3u(t)− 3e−8tu(t) = 3(1− e−8t)u(t) (19)

(ϐʹ) Είναι

X(s) =
20

s2 + 4s+ 3
, σ < −3 =

20

(s+ 3)(s+ 1)
=

A

s+ 3
+

B

s+ 1
(20)

µε

A = X(s)(s+ 3)
∣∣∣
s=−3

=
20

s+ 1

∣∣∣
s=−3

= −10 (21)

B = X(s)(s+ 1)
∣∣∣
s=−1

=
20

s+ 3

∣∣∣
s=−1

= 10 (22)

άρα

X(s) = −10 1

s+ 3
+ 10

1

s+ 1
(23)

κι αφού σ < −3, ϑα είναι

x(t) = 10e−3tu(−t)− 10e−tu(−t) = 10(e−3t − e−t)u(−t) (24)

(γʹ) Είναι

X(s) =
s2

s2 − 4s+ 4
, σ < 2 = 1 +

4s− 4

(s− 2)2
= 1 +G(s) = 1 +

A

(s− 2)
+

B

(s− 2)2
(25)

µε

A =
1

(2− 1)!

d2−1

ds2−1
(s− 2)2G(s)

∣∣∣
s=2

= 4 (26)

B = G(s)(s− 2)2
∣∣∣
s=2

= 4s− 4
∣∣∣
s=2

= 4 (27)

άρα

X(s) = 1 +
4

s− 2
+

4

(s− 2)2
(28)

κι αφού σ < 2, ϑα είναι

x(t) = δ(t)− 4e2tu(−t)− 4te2tu(−t) = δ(t)− 4e2t(1 + t)u(−t) (29)
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[⋆] ΄Ασκηση 3 - Συνέλιξη

Θα είναι
cxy(t) = sin(3t)u(t) ∗ tu(t)←→ Cxy(s) =

3

s2 + 9

1

s2
=

3

s2(s2 + 9)
(30)

∆εν είναι καλή ιδέα να αναπτύξουµε σε µερικά κλάσµατα ούτε υπάρχει έτοιµο Ϲεύγος στους πίνακές µας να µας
ϐοηθήσει. ΄Οµως

Cxy(s) =
1

s

(
1

s

(
3

s2 + 9

))
(31)

΄Αρα από την ιδιότητα ολοκλήρωσης στο χρόνο ϑα έχουµε

cxy(t) =

∫ t

−∞

∫ z

−∞
sin(3τ)u(τ)dτdz (32)

΄Ετσι

cxy(t) =

∫ t

−∞

∫ z

0
sin(3τ)dτdz =

∫ t

−∞
−1

3
cos(3τ)

∣∣∣z
0
dz (33)

=

∫ t

−∞

(
1

3
− 1

3
cos(3z)

)
u(z)dz =

∫ t

0

(
1

3
− 1

3
cos(3z)

)
dz (34)

=
1

3
z
∣∣∣t
0
− 1

3

1

3
sin(3z)

∣∣∣t
0
=

1

3
(t− 0)− 1

9
(sin(3t)− 0) (35)

=
1

3
t− 1

9
sin(3t), t > 0 (36)

΄Αρα

cxy(t) =
1

3
tu(t)− 1

9
sin(3t)u(t) (37)

΄Ασκηση 4 - Μετασχ. Laplace και Ιδιότητες

Σε όλα ϑα χρησιµοποιήσουµε την ιδιότητα της παραγώγισης/ολοκλήρωσης.

(αʹ) Είναι
d

dt
x(t) = rect

(
t+

3

2

)
− rect

(
t− 3

2

)
(38)

και
d2

dt2
x(t) = δ(t+ 2)− δ(t+ 1)− δ(t− 1) + δ(t+ 2) (39)

΄Ετσι

L

{
d2

dt2

}
= e2s − es − e−s + e−2s (40)

και από ιδιότητες

L

{
d2

dt2

}
= e2s − es − e−s + e−2s = s2X(s) =⇒ X(s) =

e2s − es − e−s + e−2s

s2
(41)

µε σ ∈ ℜ, αφού το σήµα είναι πεπερασµένης διάρκειας.

(ϐʹ) Είναι
d

dt
x(t) = rect

(
t− 1

2

)
− δ(t− 2) (42)

και
d2

dt2
x(t) = δ(t)− δ(t− 1)− d

dt
δ(t− 2) (43)
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΄Ετσι

L

{
d2

dt2

}
= 1− e−s − se−2s (44)

και από ιδιότητες

L

{
d2

dt2

}
= 1− e−s − se−2s = s2X(s) =⇒ X(s) =

1− e−s − se−2s

s2
(45)

µε σ ∈ ℜ, αφού το σήµα είναι πεπερασµένης διάρκειας.

(γʹ) Είναι
d

dt
x(t) = δ(t) + δ(t− 1)− δ(t− 2)− δ(t− 3) (46)

΄Ετσι

L

{
d

dt

}
= 1 + e−s − e−2s − e−3s (47)

και από ιδιότητες

L

{
d

dt

}
= 1 + e−s − e−2s − e−3s = sX(s) =⇒ X(s) =

1 + e−s − e−2s − e−3s

s
(48)

µε σ ∈ ℜ, αφού το σήµα είναι πεπερασµένης διάρκειας.

(δʹ) Είναι
d

dt
x(t) = rect

(
t− 1

2

)
− rect

(
t− 3

2

)
(49)

και
d2

dt2
x(t) = δ(t)− 2δ(t− 1) + δ(t− 2) (50)

΄Ετσι

L

{
d2

dt2

}
= 1− 2e−s + e−2s (51)

και από ιδιότητες

L

{
d2

dt2

}
= 1− 2e−s + e−2s = s2X(s) =⇒ X(s) =

1− 2e−s + e−2s

s2
(52)

µε σ ∈ ℜ, αφού το σήµα είναι πεπερασµένης διάρκειας.

΄Ασκηση 5 - Μετασχ. Laplace και Συστήµατα

(αʹ) Για τη συνάρτηση µεταφοράς του συστήµατος, H(s), ϑα έχουµε

H(s) =
Y (s)

X(s)
=

3
2

1
s+2 −

1
s+3

1
2

1
s+2

=
s+ 5

s+ 3
= 1 +

2

s+ 3
, σ > −3 (53)

µε το πεδίο σύγκλισης να είναι τέτοιο για να υποστηρίζει την αιτιατότητα του συστήµατος.

(ϐʹ) Για την κρουστική απόκριση, h(t), του συστήµατος ϑα είναι

h(t) = L−1{H(s)} = L−1

{
1 +

2

s+ 3

}
= δ(t) + 2e−3tu(t) (54)

(γʹ) Ναι, γιατί το πεδίο σύγκλισης περιλαµβάνει το ϕανταστικό άξονα, και αυτό σηµαίνει ότι µπορούµε να υπολο-
γίσουµε το µετασχ. Fourier ως

H(f) = H(s)
∣∣∣
s=j2πf

= 1 +
2

j2πf + 3
(55)
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(δʹ) Μια διαφορική εξίσωση η οποία περιγράφει το παραπάνω σύστηµα H(s) δίνεται ως

H(s) =
Y (s)

X(s)
=

s+ 5

s+ 3
⇐⇒ sY (s) + 3Y (s) = sX(s) + 5X(s) (56)

και επιστρέφοντας στο χρόνο
d

dt
y(t) + 3y(t) =

d

dt
x(t) + 5x(t) (57)

΄Ασκηση 6 - Πόλοι και Μηδενικά

i. Για να υπάρχει η συχνοτική απόκριση µέσω του ορισµού της ϑα πρέπει να περιλαµβάνεται ο ϕανταστικός άξονας
στο πεδίο σύγκλισης, άρα ϑα πρέπει να επιλέξουµε

(αʹ) σ > −1
(ϐʹ) −1 < σ < 1

(γʹ) σ > −2

Στο διάγραµµα (δ) υπάρχει πρόβληµα γιατί καµιά επιλογή πεδίου σύγκλισης δεν οδηγεί σε συµπερίληψη του
ϕανταστικού άξονα εντός του.

ii. Θα επιλέξουµε ‘‘δεξιόπλευρο’’ πεδίο σύγκλισης :

(αʹ) σ > −1
(ϐʹ) σ > 1

(γʹ) σ > −2
(δʹ) σ > 0

iii. Θα επιλέξουµε ‘‘αριστερόπλευρο’’ πεδίο σύγκλισης :

(αʹ) σ < −2
(ϐʹ) σ < −1
(γʹ) σ < −2
(δʹ) σ < 0

Στην περίπτωση (β) µπορεί να επιλεγεί το πεδίο σύγκλισης ως −1 < σ < 1, έτσι ώστε το πεδίο σύγκλισης να είναι
λωρίδα και να περιλαµβάνει το ϕανταστικό άξονα (το τελευταίο συνεπάγεται ευστάθεια).

΄Ασκηση 7 - Ασύρµατα ∆ίκτυα

(αʹ) Θα πρέπει
x(t) −→ h1(t) −→ y(t) −→ h2(t) −→ x(t− T ) (58)

δηλ.
X(s) −→ H1(s) −→ Y (s) = X(s)(e−sT + ae−s(T+τ)) −→ H2(s) −→ X(s)e−sT (59)

΄Αρα

H2(s) =
Y2(s)

X2(s)
=

X(s)e−sT

X(s)(e−sT + ae−s(T+τ))
=

e−sT

e−sT (1 + ae−sτ )
=

1

1 + ae−sτ
(60)
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(ϐʹ) Είναι

h2(t) = L−1 {H2(s)} = L−1

{
1

1 + ae−sτ

}
(61)

Ξέρουµε ότι
1

1− x
=

+∞∑
k=0

xk, αν |x| < 1 (62)

οπότε
1

1 + ae−sτ
=

+∞∑
k=0

(−ae−sτ )k =
+∞∑
k=0

(−a)ke−ksτ (63)

και άρα

h2(t) = L−1

{
1

1 + ae−sτ

}
= L−1

{
+∞∑
k=0

(−a)ke−ksτ

}
=

+∞∑
k=0

(−a)kL−1
{
e−ksτ

}
=

+∞∑
k=0

(−a)kδ(t− kτ) (64)

αν | − ae−sτ | < 1⇐⇒ |a||e−sτ | < 1⇐⇒ |a||e−(σ+j2πf)τ | < 1⇐⇒ |a||e−στ ||e−j2πfτ | < 1⇐⇒ |a||e−στ | < 1

δηλ.

|a| < |eστ | ⇐⇒ eστ > |a| ⇐⇒ στ > ln |a| ⇐⇒ σ >
ln |a|
τ

(65)

αν εύλογα υποθέσουµε ότι τ > 0.

΄Ασκηση 8 - Ηλεκτρικά κυκλώµατα και µονόπλευρος µετασχ. Laplace

Η διαφορική εξίσωση γράφεται

v0(t) = 2
d

dt
v1(t) +

d2

dt2
v1(t) + v1(t) (66)

και v1(0−) = 0, d
dtv1(t)

∣∣∣
t=0−

= 1, v0(t) = u(t), µεταφέρουµε την εξίσωση στο χώρο του Laplace:

V0(s)− v0(0
−) = 2sV1(s)− 2v1(0

−) + s2V1(s)− sv1(0
−)− v′1(0

−) + V1(s) (67)

V0(s)− 0 = 2sV1(s)− 0 + s2V1(s)− 0− 1 + V1(s) (68)

V0(s) = V1(s)(2s+ s2 + 1)− 1 (69)
1

s
= V1(s)(s

2 + 2s+ 1)− 1 (70)

V1(s) =
1 + 1

s

s2 + 2s+ 1
=

1 + 1
s

(s+ 1)2
=

1

s(s+ 1)
(71)

Αντί να αναπτύξουµε σε µερικά κλάσµατα (που ϑα ήταν σωστό), ας δούµε µια άλλη λύση:

V1(s) =
1

s

1

s+ 1
←→ v1(t) =

∫ t

−∞
e−τu(τ)dτ =

∫ t

0
e−τdτ = −e−τ

∣∣∣t
0
= 1− e−t (72)

για t > 0, δηλ.
v1(t) = (1− e−t)u(t) (73)

΄Ασκηση 9 - Ανάπτυγµα σε µερικά κλάσµατα στο MATLAB/Octave

Κώδικας MATLAB/Octave
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[⋆] ΄Ασκηση 10 - Toy-ϕιλτράρισµα στο MATLAB/Octave

(αʹ) -

(ϐʹ) Ναι, ϐρίσκονται εκεί που αναµένουµε.

(γʹ) i. Αρκεί B = 500, έτσι ώστε B/2 = 250 και να αποκόπτονται οι συχνότητες 600, 750 Hz.

ii. Αρκεί B = 1300, έτσι ώστε B/2 = 650 και να αποκόπτεται η συχνότητα 750 Hz.

iii. Αρκεί B = 1600, έτσι ώστε B/2 = 800 και να µην αποκόπτεται καµία συχνότητα.

iv. Αρκεί B = 200, έτσι ώστε B/2 = 100 και να αποκόπτονται όλες οι συχνότητες. Τα πλατη που µένουν στο
ϕάσµα έχουν πάρα πολύ µικρό πλάτος που οφείλεται σε αριθµητικά σφάλµατα.

(δʹ) -

[⋆] ΄Ασκηση 11 - Σχεδίαση ενός πραγµατικού χαµηλοπερατού (lowpass) ϕίλτρου - MATLAB/Octave

αʹ) Το H(f) είναι το H(f) = rect
(

f
2fc

)
, και άρα το h(t) = 2fcsinc(2fct), που είναι µη-αιτιατό και άπειρης διάρκειας,

άρα µη πραγµατοποιήσιµο.

ϐʹ) Είναι

|H(s)|2 = 1

1 +
(

s
j2πfc

)2N
(74)

γʹ) Μπορούµε να γράψουµε ότι

|H(s)|2 = 1

1 +
(

s
j2πfc

)2N
=

(j2πfc)
2N

s2N + (j2πfc)2N
(75)

Οι πόλοι δίνονται ως

s2N + (j2πfc)
2N = 0 (76)

s2N = (j2πfc)
2N (−1) (77)

sk = j2πfc · (−1)
1

2N (78)

= ej
π
2 2πfc · (−1)

1
2N (79)

= 2πfce
jπ 2k+N−1

2N , k = 0, 1, ..., 2N − 1 (80)

αφού −1 = ej(−π+2πk), k = 0, 1, 2, ..., 2N − 1. ΄Αρα το διάγραµµα πόλων-µηδενικών ϑα είναι :
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δʹ) Επιλέγουµε όλους τους πόλους που ϐρίσκονται στο αριστερό ηµιεπίπεδο. ΄Ετσι, το ROC ϑα είναι

RH : σ > max ℜ{sleftk } (81)

εʹ) Είναι για N = 1

H(s) =
2πfc

s+ 2πfc

για N = 2

H(s) =
(2πfc)

2

(s− 2πfcej3π/4)(s− 2πfcej5π/4)

ϛʹ) Για N = 3 και fc = 1
2π ,

H(s) =
1

(s3 + 2s2 + 2s+ 1)

άρα

H(s) =
Y (s)

X(s)
=

1

(s3 + 2s2 + 2s+ 1)
=⇒ Y (s)(s3 + 2s2 + 2s+ 1) = X(s) (82)

και

d3

dt3
y(t) + 2

d2

dt2
y(t) + 2

d

dt
y(t) + y(t) = x(t) (83)

Ϲʹ) Κώδικας MATLAB.


