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΄Ασκηση 1 - Σειρές Fourier - Ι

Το αρχικό µας σήµα έχει συντελεστές

Xk =
1− e−1(−1)k

j2πk + 2
(1)

και περίοδο T0 = 2, άρα

(αʹ) το σήµα yT0(t) =
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2

0, 1
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2

είναι το αρχικό µας σήµα µετατοπισµένο αριστερά κατά t0 = 1/2 και

πολλαπλασιασµένο µε e1/2, οπότε οι συντελεστές του ϑα είναι - από την ιδιότητα της γραµµικότητας και της
χρονικής µετατόπισης - ως
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1− e−1(−1)k

j2πk + 2
ej2πk

1
2

1
2 = e1/2

1− e−1(−1)k

j2πk + 2
ej

πk
2 (2)

µε την ίδια περίοδο.

(ϐʹ) το σήµα wT0(t) =

{
e−4t, 0 < t < 1

4
0, 1

4 < t < 1
2

είναι το αρχικό µας σήµα χρονικά κλιµακώµενο κατά παράγοντα 4, δηλ.

w(t) = x(4t), και από την ιδιότητα της χρονικής κλικάκωσης οι συντελεστές του δίνονται ως

Wk = Xk (3)

αλλά η νέα περίοδος είναι T ′
0 =

T0
4 = 2

4 = 1
2 .

΄Ασκηση 2 - Σειρές Fourier - ΙΙ

Το σήµα-παλάτι του Buckingham µπορεί να σπάσει σε τέσσερα υποσήµατα, όπως στο Σχήµα 1. Καθένα από αυτά
έχει περίοδο T0 = 5. Γνωρίζουµε ότι για µια σειρά από συναρτήσεις ∆έλτα µε περίοδο T0 οι συντελεστές της είναι
Xδk = 1/T0, ενώ µπορούµε να ϐρούµε ότι οι συντελεστές Xpulsek ενός συµµετρικού ως προς το µηδέν τετραγωνικού
περιοδικού παλµού διάρκειας T < T0 και πλάτους 1 είναι

Xpulsek,T =
1

T0

∫ T/2

−T/2
e−j2πkf0tdt =

1

πk
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(
πkT

T0

)
(4)

� Για το πρώτο σήµα, έχουµε µια σειρά από συναρτήσεις ∆έλτα, µετατοπισµένη δεξιά κατά t0 = 2 αριστερά, µε
περίοδο T0 = 5 και συντελεστή 2. Από την ιδιότητα της χρονικής µετατόπισης ϑα είναι

X1 = 2Xδke
j2πk

t0
T0 =

2

5
ej
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� Για το δεύτερο σήµα, έχουµε µια σειρά από συναρτήσεις ∆έλτα, µετατοπισµένη δεξιά κατά t0 = 2 δεξιά, µε
περίοδο T0 = 5, ξανά µε συντελεστή 2. Από την ιδιότητα της χρονικής µετατόπισης ϑα είναι

X2 = 2Xδke
−j2πk

t0
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5
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5 (6)
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Σχήµα 1: Παλάτι και διάσπασή του.

.

� Για το τρίτο σήµα, έχουµε έναν παλµό διάρκειας T = 4 επαναλαµβανόµενο µε περίοδο T0 = 5. Με ϐάση την
εξίσωση (4) οι συντελεστές του ϑα είναι

X3 = Xpulsek,T=4 =
1

πk
sin

(
4πk

5

)
(7)

� Για το τέταρτο σήµα, έχουµε έναν παλµό διάρκειας T = 2 επαναλαµβανόµενο µε περίοδο T0 = 5. Με ϐάση την
εξίσωση (4) οι συντελεστές του ϑα είναι

X4 = Xpulsek,T=2 =
1

πk
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(
2πk

5

)
(8)

΄Αρα οι συντελεστές Fourier του περιοδικού παλατιού είναι

Xk = X1 +X2 +X3 +X4 (9)

=
2

5
ej

4πk
5 +

2

5
e−j 4πk

5 +
1

πk
sin

(
4πk

5

)
+

1

πk
sin

(
2πk

5

)
(10)

=
4

5
cos

(
4πk

5

)
+

1

πk

(
sin

(
4πk

5

))
+

1

πk

(
sin

(
2πk

5

))
(11)

=
4

5
cos

(
4πk

5

)
+

4

5
sinc

(
4k

5

)
+

2

5
sinc

(
2k

5

)
(12)



Εφαρµοσµένα Μαθηµατικά για Μηχανικούς - 2021-22/Λύσεις Τρίτης Σειράς Ασκήσεων 3

΄Αλλες λύσεις (π.χ. µε διαφορετική διάσπαση ή µε µετασχ. Fourier και δειγµατοληψία του ανά k/T0) είναι αποδεκτές.

΄Ασκηση 3 - Σειρές Fourier - ΙΙΙ

Για κάθε συνιστώσα στο ϕάσµα πλάτους και ϕάσης του περιοδικού σήµατος µε περίοδο T0 = 0.002 s στο Σχήµα 2
αντιστοιχεί ένα µιγαδικό εκθετικό σήµα.

Σχήµα 2: Φάσµατα ΄Ασκησης 3.

(αʹ) Λάθος: Τα παραπάνω ϕάσµατα αντιστοιχούν σε ένα σήµα µε ισχύ

Px = 39 (13)

Από το ϑεώρηµα του Parseval και το ϕάσµα πλάτους

Px =
∑
k

|Xk|2 = 52 + 2 · 32 + 2 · 42 + 2 · 32 = 25 + 18 + 32 + 18 = 93 (14)

(ϐʹ) Η περίοδος είναι T0 = 0.002 και άρα η ϑεµελιώδης συχνότητα είναι f0 = 500 Hz. Είναι

x(t) = 5 + 3ej(2π500t+
π
3
) + 3e−j(2π500t+π

3
) + 4ej(2π1000t+

π
4
) + 4e−j(2π1000t+π

4
) + 3ej2π2500t + 3e−j(2π2500t (15)

η εκθετική σειρά και

x(t) = 5 + 6 cos
(
2π500t+

π

3

)
+ 8 cos

(
2π1000t+

π

4

)
+ 6 cos (2π2500t) (16)

συνδυάζοντας τα εκθετικά µε τη σχέση του Euler.

΄Ασκηση 4 - Σειρές Fourier - IV

(αʹ) ΄Εχουµε τέσσερα ολοκληρώµατα µε ϐάση τον ορισµό, τα δυο µε κατά παράγοντες ολοκλήρωση. Αναζητούµε ευκο-
λότερους τρόπους. ,

(ϐʹ) ΄Εστω η παράγωγος του περιοδικού σήµατος της εκφώνησης, που δίνεται στο Σχήµα 3.

Σχήµα 3: Παράγωγος περιοδικού σήµατος ΄Ασκησης 4.
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Από το Σχήµα 3 µπορούµε να διασπάσουµε το περιοδικό σήµα σε απλούστερα, όπως οι δυο ±1 παλµοί, και το
Ϲεύγος των συναρτήσεων ∆έλτα. Η προτεινόµενη διάσπαση ϕαίνεται στο Σχήµα 4. Ο περιοδικός παλµός µε πλάτος

Σχήµα 4: ∆ιάσπαση παραγώγου περιοδικού σήµατος ΄Ασκησης 4.

1 και περίοδο T0 = 3 έχει συντελεστές

Xpulseupk =
1

T0

∫
T0

xpulseup(t)e
−j2πkf0tdt =

1

3

∫ 1

0
e−j2πkt/3 =

1

3

1

(−j2πk/3)

[
e−j2πk/3 − 1

]
=

1

πk
e−jπk/3 sin

(
πk

3

)
(17)

Ο περιοδικός παλµός µε πλάτος −1 µας προκύπτει από τον προηγούµενο µε αρνητικό πρόσηµο πλάτους και
ανάκλαση ως προς τον κατακόρυφο άξονα, και άρα έχει συντελεστές

Xpulsedownk
= −Xpulseup−k

= − 1

πk
ejπk/3 sin

(
πk

3

)
(18)

Οπότε το περιοδικό άθροισµα των δυο παλµών έχει συντελεστές Fourier ως

Xpulsesk =
1

πk
e−jπk/3 sin

(
πk

3

)
− 1

πk
ejπk/3 sin

(
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Το Ϲεύγος συναρτήσεων δέλτα που επαναλαµβάνεται περιοδικά µε περίοδο T0 = 3 έχει συντελεστές Fourier ως το
άθροισµα των συντελεστών Fourier δυο υποσηµάτων, µιας περιοδικής συνάρτησης δέλτα µε συντελεστή 2, µετατο-
πισµένης κατά t0 = 1 αριστερά και µιας περιοδικής συνάρτησης δέλτα µε συντελεστή −2, µετατοπισµένης κατά
t0 = 1 δεξιά. Από γνωστους συντελεστές για την περιοδική συνάρτηση δέλτα, Xδk = 1/T0, και την ιδιότητα της
χρονικής µετατόπισης

Xdeltask = 2Xδke
j2πk/3 − 2Xδke
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3

)
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Οπότε συνολικά ϑα έχουµε
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Από την ιδιότητα της ολοκλήρωσης ϑα έχουµε

Xk =
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Λύσεις µε διαφορετική διάσπαση ή µε άλλο τρόπο είναι αποδεκτές.

΄Ασκηση 5 - Σειρές Fourier - V

Οι συντελεστές Fourier ενός περιοδικού σήµατος x(t) δίνονται ως

Xk =
1− cos(πk)

(πk)2
(26)

(αʹ) Επειδή οι συντελεστές είναι καθαρά πραγµατικοί αριθµοί, το σήµα στο χρόνο είναι άρτιο.

(ϐʹ) Αναγνωρίζουµε ότι
1

T0

∫
T0

x(t)dt = X0. ΄Ετσι

Xk =
1− cos(πk)

(πk)2
= 2
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2

)
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2
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k

2

)
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∣∣∣
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=
1

2
(27)

(γʹ) Αν Yk =
√
Xk, τότε η ισχύς του σήµατος ϑα δίνεται από το ϑεώρηµα Parseval, ως

Py =
∑
k

|Yk|2 =
∑
k

|
√
Xk|2 =

∑
k

Xk =
∑
k

1

2
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(
k

2

)
=

1

2

∑
k
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(
k

2

)
=

1

2
· 2 = 1 (28)

γιατί

sinc2
(
k

2

)
=

4

π2k2
sin2

(
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2

)
=


4

π2k2
, k περιττά

0, k άρτια
1, k = 0

(29)

΄Αρα ∑
k

sinc2
(
k

2

)
= 1 +

4

π2

∑
k περιττά

1

k2
(30)

= 1 +
4

π2

 −1∑
k=−∞, περιττά

1

k2
+

+∞∑
k=1, περιττά

1

k2

 (31)

= 1 +
4

π2

(
π2

8
+

π2

8

)
(32)

= 1 +
4

π2

π2

4
= 2 (33)

οπότε προκύπτει το αποτέλεσµα της σχέσης (28).
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΄Ασκηση 6 - Σειρές Fourier στο MATLAB/Octave

Κώδικας MATLAB/Octave

[⋆] ΄Ασκηση 7 - Σύνθεση Μουσικής στο MATLAB/Octave

Κώδικας MATLAB/Octave

[⋆] ΄Ασκηση 8 - Βελτίωση της προηγούµενης άσκησης

Κώδικας MATLAB/Octave

΄Ασκηση 9 - ΓΧΑ Συστήµατα και Παραγωγή Ηχούς

Κώδικας MATLAB/Octave

(αʹ) Για είσοδο x(t) = δ(t) ϑα έχουµε
h(t) = δ(t) + aδ(t− td) (34)

(ϐʹ) ΄Οµοια ϑα είναι

h(t) = δ(t) +
N∑
i=1

aiδ(t− ti) (35)


