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΄Ασκηση 1 - Ο µετασχηµατισµός Laplace

(αʹ) Γνωρίζουµε ότι

eαt cos(bt)u(t)
L←→ s− a

(s− a)2 + b2
, σ > a (1)

άρα

4e−5t cos(25πt)u(t)
L←→ 4

s+ 5

(s+ 5)2 + (25π)2
, σ > −5 (2)

= 4
s+ 5

s2 + 10s+ 25 + (25π)2
, σ > −5 (3)

άρα a = 4, b = 5, c = 10, d = 25 + (25π)2.

(ϐʹ) Γνωρίζουµε ότι

eαt cos(bt)u(t)
L←→ s− a

(s− a)2 + b2
, σ > a (4)

άρα

3e−2t cos(8t− 24)u(t− 3) = 3e−2(t−3)−6 cos(8(t− 3))u(t− 3) = 3e−2(t−3)e−6 cos(8(t− 3))u(t− 3) (5)

=
3

e6
e−2(t−3) cos(8(t− 3))u(t− 3) (6)

άρα

3e−2t cos(8t− 24)u(t− 3)
L←→ 3

e6
s+ 2

(s+ 2)2 + 82
e−3s, σ > −2 (7)

οπότε a = 3e−6, b = 2, c = 4, d = 68, f = −3.

(γʹ) Ξεκινώντας από το δεύτερο όρο

3
(s− 1)(s− 2)

s2
= 3

s2 − 2s− s+ 2

s2
= 3

s2 − 3s+ 2

s2
, σ > 0 (8)

Είναι

3
s2

s2
− 9s

s2
+

6

s2
L−1

←→ 3δ(t)− 9u(t) + 6tu(t) = 3δ(t) + (6t− 9)u(t) (9)

οπότε a = 3, b = 6, c = −9.

(δʹ) Είναι
a(s+ c)

s2(s+ c)
+
bs(s+ c)

s2(s+ c)
− bs2

s2(s+ c)
=
as+ ac+ bs2 + bcs− bs2

s2(s+ c)
(10)

και από εκφώνηση
as+ bcs+ ac

s2(s+ c)
=

s− 1

s2(s+ 3)
, σ > −3 (11)

οπότε a = −1
3 , c = 3, 3b− 1

3 = 1⇐⇒ b = 4
9 .
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΄Ασκηση 2 - Ο αντίστροφος µετασχηµατισµός Laplace

(αʹ) Είναι

X(s) =
s+ 5

s2(s+ 2)
=
A

s
+
B

s2
+

C

s+ 2
(12)

Αναπτύσσοντας σε µερικά κλάσµατα καταλήγουµε στο

X(s) = −3

4

1

s
+

5

2

1

s2
+

3

4

1

s+ 2
(13)

οπότε από πίνακες

x(t) = −3

4
u(t) +

5

2
tu(t) +

3

4
e−2tu(t) (14)

(ϐʹ) Είναι

X(s) =
10s2

(s+ 1)(s+ 3)
=

10s2

s2 + 4s+ 3
(15)

οπότε
X(s) = 10− 40s+ 30

(s+ 1)(s+ 3)
(16)

Αναπτύσσοντας σε µερικά κλάσµατα καταλήγουµε στο

X(s) = 10 +
5

s+ 1
− 45

s+ 3

L−1

←→ x(t) = 10δ(t) + 5e−ttu(t)− 45e−3tu(t) (17)

από πίνακες.

(γʹ) Είναι
X(s) =

s

(s− 3)(s2 − 4s+ 5)
=

s

(s− 3)(s− 2 + j)(s− 2− j)
, σ < 2 (18)

Αναπτύσσοντας σε µερικά κλάσµατα καταλήγουµε στο

X(s) =
A

(s− 3)
+

B

(s− 2 + j)
+

C

(s− 2− j)
(19)

=
3

2

1

(s− 3)
− 3 + j

4

1

(s− 2 + j)
+

3− j
4

1

(s− 2− j)
(20)

και γυρίζοντας στο πεδίο του χρόνου µε πίνακες έχουµε

x(t) = −3

2
e3tu(−t) + e2t

3(e−jt + ejt) + j(e−jt − ejt)
4

u(−t) (21)

=
3

2
(e2t(cos(t) +

1

3
sin(t))− e3t)u(−t) (22)

΄Ασκηση 3 - Συνέλιξη

Είναι

Cxy(s) = X(s)Y (s) =
8s

s2 + (π2 )2
· 1− e−s

s
=

16

π

π
2

s2 + (π2 )2
− 16

π

π
2

s2 + (π2 )2
e−s (23)

Επειδή

e−at sin(bt)u(t)
L←→ b

(s+ a)2 + b2
, σ > −a (24)

είναι
X(s) =

8

s2 + (π2 )2
− 8

s2 + (π2 )2
e−s, σ > 0 (25)
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και από πίνακα έχουµε

x(t) =
16

π
sin
(πt

2

)
u(t)− 16

π
sin
(π(t− 1)

2

)
u(t− 1) (26)

=
16

π

[
sin
(πt

2

)
u(t)− sin

(π(t− 1)

2

)
u(t− 1)

]
(27)

΄Ασκηση 4 - Μετασχ. Laplace και Συστήµατα Ι

(αʹ) Είναι

H(s) =
Y (s)

X(s)
=

1
(s−1)(s+2)

1
(s+3)

=
(s+ 3)

(s− 1)(s+ 2)
, σ > 1 (28)

(ϐʹ) Είναι

h(t) = L−1{H(s)} = L−1{ A

(s− 1)
+

B

(s+ 2)
} (29)

Αναπτύσσοντας σε µερικά κλάσµατα έχουµε

H(s) =
4

3

1

(s− 1)
− 1

3

1

(s+ 2)

L−1

←→ h(t) =
4

3
etu(t)− 1

3
e−2t 1

(s+ 2)
u(t) (30)

λόγω αιτιατότητας.

(γʹ) ΄Οχι, γιατί το πεδίο σύγκλισης δεν περιλαµβάνει το ϕανταστικό άξονα (σ > 1).

(δʹ) Αφού

H(s) =
s+ 3

(s− 1)(s+ 2)
=
Y (s)

X(s)
⇐⇒ X(s)(s+3) = Y (s)(s−1)(s+2)⇐⇒ X(s)s+3X(s) = s2Y (s)+sY (s)−2Y (s)

(31)
οπότε

d2

dt2
y(t) +

d

dt
y(t)− 2y(t) = 3x(t) +

d

dt
x(t) (32)

΄Ασκηση 5 - Μετασχ. Laplace και Συστήµατα ΙΙ

Μεταφέρουµε τη διαφορική εξίσωση στο χώρο του Laplace:

s3Y (s) + 3s2Y (s) + 4sY (s) + 2Y (s) = 6X(s)⇐⇒ Y (s)(s3 + 3s2 + 4s+ 2) = 6X(s) (33)

και
H(s) =

6

s3 + 3s2 + 4s+ 2
=

6

(s+ 1)(s+ 1 + j)(s+ 1− j)
(34)

Πόλοι του συστήµατος είναι οι s1 = −1, s2 = −1− j, s3 = −1 + j και λόγω αιτιατότητας ϑα πρέπει σ > −1.
΄Αρα το σύστηµα είναι ευσταθές, γιατί το πεδίο σύγκλισης περιλαµβάνει το ϕανταστικό άξονα. Αναπτύσσοντας σε
µερικά κλάσµατα έχουµε:

H(s) =
6

s+ 1
− 3

s+ 1 + j
− 3

s+ 1− j
(35)

=
6

s+ 1
− 3
( 1

s+ 1 + j
+

1

s+ 1− j

)
(36)

=
6

s+ 1
− 3
( 2s+ 2

s2 + 2s+ 2

)
(37)
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=
6

s+ 1
− 6
( s+ 1

s2 + 2s+ 2

)
(38)

=
6

s+ 1
− 6
( s+ 1

s2 + 2s+ 1 + 1

)
(39)

=
6

s+ 1
− 6
( s+ 1

(s+ 1)2 + 1

)
(40)

και άρα
h(t) = 6e−tu(t)− 6e−t cos(t)u(t) = 6e−t(1− cos(t))u(t) (41)

΄Ασκηση 6 - Πόλοι και Μηδενικά

(αʹ) (a) σ > −1, (b) σ > −1, (c) −1 < σ < 1 , (d) σ > −1 γιατί ϑέλουµε σε όλα να περιλαµβάνεται ο ϕανταστικός
άξονας.

(ϐʹ) (a) σ > −1, (b) σ > −1, (c) σ > 1 , (d) σ > −1 γιατί ϑέλουµε ¨δεξιόπλευρο¨ πεδίο σύγκλισης.

(γʹ) (a)σ < −2, (b) σ < −1, (c) σ < −1 , (d) σ < −1.5 γιατί ϑέλουµε ¨αριστερόπλευρο¨ πεδίο σύγκλισης.

(δʹ) στην περίπτωση (c) για ROC: −1 < σ < 1, γιατί αποτελείται από µια λωρίδα του µιγαδικού επιπέδου και
περιλαµβάνει το µιγαδικό άξονα.

[?] ΄Ασκηση 7 - Ηλεκτρικά κυκλώµατα και µονόπλευρος µετασχ. Laplace

(αʹ) Είναι i(t) = i1(t) + i2(t) και επειδή ∆VR1 = i(t)R1 ϑα έχουµε

y(t)

R1
= i1(t) + i2(t)⇐⇒ y(t) = i1(t)R1 + i2(t)R2 (42)

και στο χώρο του Laplace:
Y (s) = I1(s)R1 + I2(s)R2 (43)

(ϐʹ) Στο ϐρόχο abefa,
∑

∆V = 0, δηλαδή

∆Vfa + ∆Vab + ∆Vbe + ∆Vef = 0 (44)

x(t) +−i1(t)R1 + (−q(t)
C
− Vc(0−) + 0 = 0 (45)

x(t) + (−y(t)) + (−q(t)
C
− Vc(0−) + 0 = 0 (46)

x(t) = y(t) +
q(t)

C
+ Vc(0

−) (47)

x(t) = y(t) +
1

C

∫ t

0−
i(τ)d(τ) + Vc(0

−) (48)

και στο χώρο του Laplace µέσω γνωστών ιδιοτήτων :

X(s) = Y (s)) +
1

sC
I1(s) +

1

s
Vc(0

−) (49)

(γʹ) Στο ϐρόχο abcdefa,
∑

∆V = 0, δηλαδή

∆Vab + ∆Vbc + ∆Vcd + ∆Vde + ∆Vef + ∆Vfa = 0 (50)
−y(t) + 0− i2(t)R2 + 0 + 0 + x(t) = 0 (51)

x(t) = y(t) + i2(t)R2 (52)

και στο χώρο του Laplace:
X(s) = Y (s) + I2(s)R2 (53)



Εφαρµοσµένα Μαθηµατικά για Μηχανικούς - 2020-21/Λύσεις Πέµπτης Σειράς Ασκήσεων 5

(δʹ) ΄Εχουµε τις εξισώσεις :

Y (s) = I1(s)R1 + I2(s)R2 (54)
X(s) = Y (s) + I2(s)R2 (55)

X(s) = Y (s) +
1

sC
I1(s) +

1

s
Vc(0

−) (56)

οπότε

Y (s)−X(s) = I1(s)R1 − Y (s) (57)
X(s) = Y (s) + I2(s)R2 (58)

X(s) = Y (s) +
1

sC
I1(s) +

1

s
Vc(0

−) (59)

και

I1(s) =
2Y (s)−X(s)

R1
(60)

X(s) = Y (s) + I2(s)R2 (61)

X(s) = Y (s) +
1

sC

2Y (s)−X(s)

R1
+

1

s
Vc(0

−) (62)

Οπότε καταλήγουµε στη σχέση

(1 + sCR1)X(s) = (sCR1 + 2)Y (s) +R1CVc(0
−) (63)

Αρα

(1 + 1000 · 100 · 10−6s)X(s) = (1000 · 100 · 10−6s+ 2)Y (s) + 1000 · 100 · 10−6 · 5 (64)
(1 + 0.1s)X(s) = (0.1s+ 2)Y (s) + 0.5 (65)

(10 + s)X(s) = (s+ 20)Y (s) + 5 (66)

Y (s) =
s+ 10

s+ 20
X(s)− 5

s+ 20
(67)

Με
X(s) =

3

s+ 10
(68)

παίρνουµε

Y (s) =
s+ 10

s+ 20
· 3

s+ 10
− 5

s+ 20
=

3

s+ 20
− 5

s+ 20
= − 2

s+ 20
(69)

και από αντίστροφο µετασχηµατισµό Laplace παίρνουµε:

y(t) = −2e−20tu(t) (70)

[?] ΄Ασκηση 8 - Toy-ϕιλτράρισµα στο MATLAB/Octave

Κώδικας MATLAB/Octave

[?] ΄Ασκηση 9 - Σχεδίαση χαµηλοπερατού (lowpass) ϕίλτρου - MATLAB/Octave

αʹ) Το H(f) είναι το H(f) = rect
(

f
2fc

)
, και άρα το h(t) = 2fcsinc(2fct), που είναι µη-αιτιατό και άπειρης διάρκειας.
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ϐʹ) Είναι

|H(s)|2 =
1

1 +
(

s
j2πfc

)2N (71)

γʹ) Οι πόλοι δίνονται ως

1 +
( s

j2πfc

)2N
= 0 (72)( s

j2πfc

)2N
= −1 =⇒ s2N = (j2πfc)

2N (−1) (73)

sk = j2πfc · (−1)
1

2N = ej
π
2 2πfc · (−1)

1
2N (74)

sk = 2πfce
jπ 2k+N−1

2N , k = 0, 1, ..., 2N − 1 (75)

αφού −1 = ej(2k−1)π, k = 0, 1, 2, ..., 2N − 1. ΄Αρα το διάγραµµα ϑα είναι :

δʹ) Επιλέγουµε όλους τους πόλους που ϐρίσκονται στο αριστερό ηµιεπίπεδο. ΄Ετσι, το ROC ϑα είναι

RH : <{s} > max <{sleftk } (76)

εʹ) Είναι για N = 1

H(s) =
1

s+ 2πfc

για N = 2

H(s) =
1

(s− 2πfcej3π/4)(s− 2πfcej5π/4)

ϛʹ) Για N = 3,

H(s) =
1

(s3 + 2s2 + 2s+ 1)

άρα

H(s) =
Y (s)

X(s)
=

1

(s3 + 2s2 + 2s+ 1)
=⇒ Y (s)(s3 + 2s2 + 2s+ 1) = X(s)

L−1

−→ (77)

L−1

−→ d3

dt3
y(t) + 2

d2

dt2
y(t) + 2

d

dt
y(t) + y(t) = x(t) (78)

Ϲʹ) Κώδικας MATLAB.

΄Ασκηση 10 - Συµβολικός Μετασχηµατισµός Laplace στο MATLAB/Octave

Κώδικας MATLAB/Octave


