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΄Ασκηση 1 - ∆ιαφορικές Εξισώσεις

(αʹ) Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο δίνεται ως
λ2 + 7λ+ 10 (1)

και οι ϱίζες του είναι λ1 = −2, λ = −5. Η απόκριση ϑα είναι

yzi(t) = c1e
λ1t + c2e

λ2t = c1e
−2t + c2e

−5t, t > 0 (2)

Από τις αρχικές συνθήκες παίρνουµε το σύστηµα

yzi(0
−) = c1 + c2 = 0 (3)

y′zi(0
−) = −2c1 − 5c2 = −1 (4)

και λύνοντας καταλήγουµε ότι c1 = −1/3, c2 = 1/3, και άρα στη σχέση

yzi(t) =
(
− 1

3
e−2t +

1

3
e−5t

)
u(t) (5)

(ϐʹ) ΄Εστω το σύστηµα S0
d2

dt2
y(t) + 7

d

dt
y(t) + 10y(t) = x(t) (6)

Η κρουστική του απόκριση ϑα είναι της µορφής

ho(t) = c1e
−2t + c2e

−5t (7)

και από τις αρχικές συνθήκες h(0+) = 0, h′(0+) = 1 έχουµε το σύστηµα

ho(0
+) = c1 + c2 = 0 (8)

h′o(0
+) = −2c1 − 5c2 = 1 (9)

Λύνοντας καταλήγουµε ότι c1 = 1/3, c2 = −1/3, και άρα

ho(t) =
1

3
e−2t − 1

3
e−5t, t > 0 =

(1
3
e−2t − 1

3
e−5t

)
u(t) (10)

Για το σύστηµα που έχουµε ϑα είναι

h(t) = ho(t)−
d

dt
ho(t) = (e−2t − 2e−5t)u(t) (11)

µετά από πράξεις.

(γʹ) Η απόκριση µηδενικής κατάστασης δίνεται από τη συνέλιξη της εισόδου µε την κρουστική απόκριση, δηλ.

yzs(t) = x(t) ∗ h(t) =
∫ +∞

−∞
h(τ)x(t− τ)dτ =

∫ +∞

−∞
(e−2τ − 2e−5τ )u(τ)e−(t−τ)u(t− τ)dτ (12)
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=

∫ t

0
(e−2τ − 2e−5τ )e−(t−τ)dτ =

∫ t

0
e−2τe−(t−τ)dτ −

∫ t

0
2e−5τe−(t−τ)dτ (13)

= e−t
∫ t

0
e−τdτ − 2e−t

∫ t

0
e−4τdτ = e−t(−e−τ )

∣∣∣t
0
+

1

2
e−te−4τ

∣∣∣t
0

(14)

= e−t(−e−t + 1) +
1

2
e−t(e−4t − 1) = e−t − e−2t + 1

2
e−5t − 1

2
e−t (15)

=
1

2
e−t − e−2t + 1

2
e−5t (16)

για t > 0, δηλ.

yzs(t) =
(1
2
e−t − e−2t + 1

2
e−5t

)
u(t) (17)

(δʹ) Είναι

ytot(t) = yzi(t) + yzs(t) (18)

=
(
− 1

3
e−2t +

1

3
e−5t

)
u(t) +

(1
2
e−t − e−2t + 1

2
e−5t

)
u(t) (19)

=
(1
2
e−t − 4

3
e−2t +

5

6
e−5t

)
u(t) (20)

΄Ασκηση 2 - Συνέλιξη

(αʹ) Είναι

cxy(t) = x(t) ∗ y(t) =
∫ +∞

−∞
x(τ)y(t− τ)dτ (21)

=

∫ +∞

−∞
u(1− τ)e−(t−τ)u(t− τ − 1)dτ (22)

= e−t
∫ +∞

−∞
u(1− τ)eτu(t− τ − 1)dτ (23)

= e−t
∫ +∞

−∞
u(1− τ)eτu(t− τ − 1)dτ (24)

΄Οµως
u(1− τ) = 1, τ < 1 και u(t− τ − 1) = 1, τ < t− 1 (25)

Οπότε διακρίνουµε τις περιπτώσεις :

• Αν t− 1 < 1 =⇒ t < 2, τότε

cxy(t) = e−t
∫ t−1

−∞
eτdτ = e−t(e(t−1) − 0) = e−1 (26)

άρα
cxy(t) = e−1u(2− t) (27)

• Αν t− 1 > 1 =⇒ t > 2, τότε

cxy(t) = e−t
∫ 1

−∞
eτdτ = e−t(e1 − 0) = e1−t (28)

άρα
cxy(t) = e−(t−1)u(t− 2) (29)

Οπότε τελικά
cxy(t) =

1

e
u(2− t) + e−(t−1)u(t− 2) (30)
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(ϐʹ) Είναι

cxy(t) = x(t) ∗ y(t) =
∫ +∞

−∞
x(τ)y(t− τ)dτ (31)

=

∫ +∞

−∞
2u(τ − 1)e−(t−τ)u(t− τ − 1)dτ (32)

= 2e−t
∫ +∞

−∞
u(τ − 1)eτu(t− τ − 1)dτ (33)

΄Οµως
u(τ − 1) = 1, τ > 1 και u(t− τ − 1) = 1, τ < t− 1 (34)

δηλ.
u(τ − 1)u(t− τ − 1) = 1, 1 < τ < t− 1 (35)

Οπότε

cxy(t) = 2e−t
∫ +∞

−∞
u(τ − 1)eτu(t− τ − 1)dτ (36)

= 2e−t
∫ t−1

1
eτdτ = 2e−t

(
eτ
∣∣∣t−1
1

)
(37)

= 2e−t(et−1 − e1) = 2
(1
e
− e−(t−1)

)
(38)

για t > 2. ΄Αρα

cxy(t) = 2
(1
e
− e−(t−1)

)
u(t− 2) (39)

΄Ασκηση 3 - Σειρές Fourier - Ι

Είναι

x(t) = 2 sin2(2πt)− cos(4πt) = 2
(ej2πt − e−j2πt

2j

)2
− 1

2
ej4πt − 1

2
e−j4πt (40)

= 1− 1

2
ej4πt − 1

2
e−j4πt − 1

2
ej4πt − 1

2
e−j4πt (41)

= 1− ej4πt − e−j4πt = 1 + ejπej4πt + e−jπe−j4πt (42)

= 1 + ejπej2π2t + e−jπe−j2π2t (43)

Η ϑεµελιώδης συχνότητα ισούται µε f0 = 2 Hz και η περίοδος είναι T0 = 1/f0 = 0.5 Hz. Τα ϕάσµατα ϕαίνονται στο
Σχήµα 1.

΄Ασκηση 4 - Σειρές Fourier - ΙΙ

(αʹ) Το σήµα είναι πραγµατικό γιατί τα ϕάσµατα πλάτους και ϕάσης έχουν άρτια και περιττή συµµετρία, αντίστοιχα.

(ϐʹ) Θα είναι

x(t) = ej2π2/0.005t + e−j2π2/0.005t + ejπ/3ej2π4/0.005t + e−jπ/3e−j2π4/0.005t + ejπ/4ej2π8/0.005t + e−jπ/4e−j2π8/0.005t

(44)

= 2 + 2 cos(2π400t) + 3 cos(2π800t+ π/3) + 2 cos(2π1600t+ π/4) (45)
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Σχήµα 1: Φάσµατα ΄Ασκησης 3.

΄Ασκηση 5 - Σειρές Fourier - ΙΙΙ

(αʹ) Το σήµα είναι περιοδικό µε περίοδο T0 = 2 s και ϑεµελιώδη συχνότητα f0 = 0.5 Hz. Είναι

X0 =
1

T0

∫
T0

x(t)dt =
1

2

∫ 1

0
2tdt =

1

2
t2
∣∣∣1
0
=

1

2
(46)

και

Xk =
1

T0

∫
T0

x(t)e−j2πkf0tdt =
1

2

∫ 1

0
2te−jπktdt (47)

=
e−jπkt

(−jπk)2
(−jπkt− 1)

∣∣∣1
0
=
e−jπkt

π2k2
(1 + jπkt)

∣∣∣1
0

(48)

=
1

π2k2

(
e−jπk + jπke−jπk − 1) (49)

΄Οµως
e−jπk = (−1)k (50)

οπότε
Xk =

1

2π2k2

(
(−1)k + jπk(−1)k − 1) (51)

΄Αρα

x(t) =
1

2
+

+∞∑
k=−∞,k 6=0

1

2π2k2

(
(−1)k + jπk(−1)k − 1)ejπkt (52)

(ϐʹ) Αν παραγωγίσουµε το σήµα στο χρόνο µπορούµε να το περιγράψουµε σε µια περίοδό του ως

d

dt
x(t) =


2, 0 < t < 1
−2, t = 1
0, αλλού

= 2rect(t− 1/2)− 2δ(t− 1) (53)
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΄Αρα µπορεί να χωριστεί σε δυο σήµατα, τα

x1(t) =
+∞∑

k=−∞
2rect

(
t− 4k + 1

2

)
(54)

και

x2(t) =

+∞∑
k=−∞

−2δ(t− (2k + 1)) (55)

τα οποία αναπτύσσονται σε σειρά Fourier µε συντελεστές

Xk1 =
1

jπk
(1− (−1)k) (56)

Xk2 = − 2

T0
e−jπk = −(−1)k (57)

Οπότε οι συντελεστές Fourier της παραγώγου ϑα είναι

Xd
k = Xk1 +Xk2 =

1

jπk
(1− (−1)k)− (−1)k (58)

Από την ιδιότητα της παραγώγισης ϑα έχουµε

Xd
k = j2πkf0Xk = jπkXk =⇒ Xk =

Xd
k

jπk
=

1

jπk

( 1

jπk
(1− (−1)k)− (−1)k

)
(59)

΄Ασκηση 6 - Σειρές Fourier στο MATLAB/Octave

Κώδικας MATLAB/Octave

[?] ΄Ασκηση 7 - Σύνθεση Μουσικής στο MATLAB/Octave

Κώδικας MATLAB/Octave

[?] ΄Ασκηση 8 - Βελτίωση της προηγούµενης άσκησης

Κώδικας MATLAB/Octave

΄Ασκηση 9 - ΓΧΑ Συστήµατα και Παραγωγή Ηχούς

(αʹ) Θέτοντας x(t) = δ(t) παίρνουµε
h(t) = δ(t) + aδ(t− td) (60)

(ϐʹ) Θέτοντας x(t) = δ(t) παίρνουµε

h(t) = δ(t) +
N∑
i=1

aiδ(t− ti) (61)

(γʹ) Κώδικας MATLAB/Octave


