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Λυµένες Ασκήσεις σε Σήµατα και Συστήµατα

΄Ασκηση 1

Να προσδιορίσετε την ενέργεια του σήµατος :

x(t) =

{
e−αt sin(βt), t > 0
0, t ≤ 0

Λύση:

Από την εξίσωση ορισµού του σήµατος διαπιστώνουµε ότι

|x(t)|2 = |e−αt sin(βt)|2 = e−2αt sin2(βt) =
1

2
e−2αt[1− cos(2βt)]

όπου για την εξαγωγή της τελευταίας έκφρασης χρησιµοποιήσαµε την ταυτότητα cos(2t) = 1− 2 sin2 t.
Αντικαθιστώντας αυτήν τη σχέση στην εξίσωση ορισµού της ενέργειας και λαµβάνοντας υπόψη πως το σήµα

ορίζεται µόνο στην περιοχή t ≥ 0, ϑα έχουµε:

E =

∫ +∞

−∞
|x(t)|2dt = 1

2

∫ +∞

0
e−2αt[1− cos(2βt)]dt =

1

2

∫ +∞

0
e−2αtdt− 1

2

∫ +∞

0
e−2αt cos(2βt)dt

Χρησιµοποιώντας τεχνικές υπολογισµού ολοκληρωµάτων, προκύπτει εύκολα ότι :∫ +∞

−∞
e−2αtdt = − 1

2α
e−2αt

∣∣∣∣+∞
0

=
1

2α

και ∫ +∞

0
e−2αt cos(2βt)dt =

α

2(α2 + β2)

και µε αντικατάσταση των παραπάνω εκφράσεων στην εξίσωση ορισµού της ενέργειας ϐρίσκουµε

E =
1

4α
− 1

4

α

(α2 + β2)
=

1

4
(
1

α
− α

α2 + β2
) =

β2

4α(α2 + β2)

Από την τελευταία σχέση διαπιστώνουµε πως η ϕύση του σήµατος εξαρτάται από τις τιµές των παραµέτρων α και

β. Αν είναι α = 0, το σήµα καθίσταται αµιγώς ηµιτονοειδές και χαρακτηρίζεται από άπειρη ενέργεια ενώ για

οποιαδήποτε άλλη πραγµατική τιµή αυτών των παραµέτρων η ενέργεια του σήµατος είναι πεπερασµένη και κατά

συνέπεια το εν λόγω σήµα είναι σήµα ενέργειας.

΄Ασκηση 2

Να προσδιορίσετε την ενέργεια του σήµατος x(t) = e−|t|.

Λύση:

Από την εξίσωση ορισµού του σήµατος x(t) διαπιστώνουµε ότι

|x(t)|2 = e−2|t| =

{
e2t, t ≤ 0
e−2t, t > 0
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και εποµένως είναι

E =

∫ +∞

−∞
|x(t)|2dt =

∫ 0

−∞
e2tdt+

∫ +∞

0
e−2tdt =

1

2
e2t
∣∣∣∣0
−∞
− 1

2
e−2t

∣∣∣∣+∞
0

=
1

2
+

1

2
= 1

Παρατηρούµε πως η ενέργεια του σήµατος είναι πεπερασµένη και για το λόγο αυτό το σήµα είναι σήµα ενέργειας.

΄Ασκηση 3

Για καθένα από τα συστήµατα που περιγράφονται από τις εξισώσεις

(αʹ) y(t) = x(t) cos(t)

(ϐʹ) y(t) = dx(t)
dt

(γʹ) y(t) =
∫ t
−∞ x(τ)dτ

να εξετάσετε αν είναι χρονικά µεταβαλλόµενο ή χρονικά αµετάβλητο.

Λύση:

Προκειµένου να εξετάσουµε το χαρακτήρα του συστήµατος ως προς το χαρακτηριστικό της χρονικής αµεταβλη-

τότητας, ϑα πρέπει να ελέγξουµε αν αυτό ικανοποιεί ή όχι την ιδιότητα y(t − t0) = T [x(t − t0)] (η κατάσταση

είναι εντελώς ανάλογη αν αντί για t− t0 χρησιµοποιήσουµε το t+ t0 κάτι που γίνεται ως εξής :

Αρχικά κάνουµε αντικατάσταση t → t − t0, για να υπολογίσουµε την παράσταση yt0(t) = y(t − t0) και στη

συνέχεια προσδιορίζουµε την τιµή της παράστασης T [x(t− t0).
Λαµβάνοντας υπόψη πως ο µετασχηµατισµός T εφαρµόζεται πάνω στην καθυστερηµένη έκδοση του σήµατος

x(t − t0) , ϑα πρέπει στην εξίσωση ορισµού του συστήµατος να κάνουµε την αντικατάσταση x(t) → x(t − t0).
Αν αυτές οι δυο διαδικασίες οδηγήσουν στο ίδιο αποτέλεσµα, το σύστηµα είναι χρονικά αµετάβλητο, ενώ στην

αντίθετη περίπτωση είναι χρονικά µεταβαλλόµενο. Αναλυτικά λοιπόν έχουµε:

(αʹ) Προχωρώντας στην αντικατάσταση t→ t− t0 προκύπτει εύκολα ότι

y(t− t0) = x(t− t0) cos(t− t0)

Ωστόσο, η αντικατάσταση x(t)→ x(t− t0) οδηγεί σε ένα αποτέλεσµα της µορφής

T [x(t− t0)] = x(t− t0) cos(t)

Παρατηρούµε πως τα δυο αποτελέσµατα δεν συµπίπτουν, δηλαδή το σύστηµα είναι χρονικά µεταβαλλόµενο.

(ϐʹ) Στην περίπτωση αυτή, η αντικατάσταση t→ t− t0 οδηγεί στο αποτέλεσµα

y(t− t0) =
dx(t− t0)
d(t− t0)

ενώ για x(t)→ x(t− t0), ϑα έχουµε

T [x(t− t0)] =
dx(t− t0)

dt

Προχωρώντας στην αντικατάσταση t− t0 = ξ ϑα είναι ξ = ξ(t) = t− t0 και ξ′(t) = 1 και εποµένως

T [x(t− t0)] =
dx(t− t0)

dt
=
dx(ξ)

dt
=
dx(ξ)

dξ

dξ

dt
=
dx(t− t0)
dt− t0

Παρατηρούµε πως τα δυο αποτελέσµατα συµπίπτουν, δηλαδή το σύστηµα είναι χρονικά αµετάβλητο.
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(γʹ) Ακολουθώντας τη µεθοδολογία των προηγούµενων ασκήσεων, ϑέτουµε t→ t− θ και ϐρίσκουµε ότι

y(t− θ) =
∫ t−θ

−∞
x(τ)dτ

ενώ η αντικατάσταση οδηγεί σε ένα αποτέλεσµα της µορφής

T [x(t− θ)] =
∫ t

−∞
x(τ − θ)dτ

Προχωρώντας στην αλλαγή µεταβλητής τ − θ = ξ, ϑα είναι dτ = d(ξ + θ) = dξ. ΄Οσον αφορά τα όρια της

ολοκλήρωσης, για τ → −∞, ϑα είναι προφανώς και ξ → −∞, ενώ για τ = t ϑα είναι ξ + θ = t ή ισοδύναµα

ξ = t− θ και η παραπάνω σχέση ϑα λάβει τη µορφή

T [x(t− θ)] =
∫ t

−∞
x(τ − θ)dτ =

∫ t−θ

−∞
x(ξ)dξ

Παρατηρούµε πως τα δυο αποτελέσµατα ταυτίζονται, δηλαδή το σύστηµα είναι χρονικά αµετάβλητο.

΄Ασκηση 4

Για καθένα από τα συστήµατα που περιγράφονται από τις εξισώσεις

(αʹ) y(t) = x(t− 2) + x(2− t)

(ϐʹ) y(t) =
∫ 2t
−∞ x(τ)dτ

(γʹ) y(t) = dx(t)
dt

να εξετάσετε αν είναι ευσταθές ή ασταθές.

Λύση:

(αʹ) ∆ιαβιβάζοντας στο σύστηµα τη ϕραγµένη είσοδο |x(t)| ≤ α, παρατηρούµε ότι

|y(t)| = |x(t− 2) + x(2− t)| ≤ |x(t− 2)|+ |x(2− t)| = α+ α = 2α

Εποµένως, πως η έξοδος του συστήµατος είναι ϕραγµένη, δηλαδή το σύστηµα είναι ευσταθές.

(ϐʹ) Αν στο σύστηµα διαβιβάσουµε τη ϕραγµένη είσοδο |x(t)| ≤ α, η έξοδός του ϑα είναι τέτοια, ώστε

|y(t)| ≤
∫ 2t

−∞
αdτ = α

∫ 2t

−∞
dτ = +∞

Παρατηρούµε πως η έξοδος του συστήµατος δεν είναι ϕραγµένη, δηλαδή το σύστηµα είναι ασταθές.

(γʹ) Στην προκειµένη περίπτωση µπορούµε να χαρακτηρίσουµε το σύστηµα ως ασταθές, αν ϐρούµε έστω και µια

ϕραγµένη είσοδο για την οποία η έξοδος του συστήµατος να µην είναι ϕραγµένη. ∆ιαβιβάζοντας στο σύστηµα

τη ϐηµατική συνάρτηση, u(t), η οποία προφανώς είναι ϕραγµένη, η έξοδος του συστήµατος ϑα είναι ίση µε

την παράγωγο της ϐηµατικής συνάρτησης, η οποία ως γνωστό είναι η κρουστική συνάρτηση δ(t). Γνωρίζουµε,

όµως, πως αυτή η συνάρτηση έχει παντού τιµή ίση µε το µηδέν εκτός από τη ϑέση t = 0 στην οποία απειρίζεται.

Εφόσον, λοιπόν, προσδιορίσαµε κάποια είσοδο για την οποία η έξοδος να µην είναι ϕραγµένη, έστω και για

µια συγκεκριµένη χρονική στιγµή, το σύστηµα ϑα πρέπει να χαρακτηριστεί ως ασταθές.
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΄Ασκηση 5

(αʹ) Βρείτε την yzi(t), την απόκριση µηδενικής εισόδου, για ένα σύστηµα που περιγράφεται από την ακόλουθη

διαφορική εξίσωση

d2y(t)

dt2
+ 3

dy(t)

dt
+ 2y(t) =

x(t)

dt
όταν οι αρχικές συνθήκες είναι yzi(0) = 0, yzi(0) = −5.
Λύση:

Σηµειώστε ότι y0(t) , που είναι η συνιστώσα µηδενικής απόκρισης x(t) = 0, είναι η λύση της

d2y(t)

dt2
+ 3

dy(t)

dt
+ 2y(t) = 0

Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του συστήµατος είναι

λ2 + 3λ+ 2

Η χαρακτηριστική εξίσωση του συστήµατος είναι

λ2 + 3λ+ 2 = (λ+ 1)(λ+ 2) = 0

Οι χαρακτηριστικές ϱίζες του συστήµατος είναι λ1 = −1, λ2 = −2.
Συνεπώς, η συνιστώσα µηδενικής εισόδου της τρέχουσας ανακύκλωσης είναι

dyzi(t)

dt
= c−t1 + c2e

−2t

Για να καθορίσουµε τις αυθαίρετες σταθερές, διαφορίζουµε την εξίσωση για να πάρουµε

yzi(t) = −c1e−t − 2c2e
−2t

Θέτοντας t = 0 στην εξίσωση και , και αντικαθιστώντας τις αρχικές συνθήκες yzi(0) = 0 και ẏzi(0) = −5
παίρνουµε

0 = c1 + c2

−5 = −c1 − 2c2

Λύνοντας αυτές τις δυο εξισώσεις συγχρόνως ως προς τους δυο αγνώστους, έχουµε c1 = −5, 2c2 = 5. ΄Ετσι

yzi(t) = (−5e−t + 5e−2t)u(t)

Αυτή είναι η απόκριση µηδενικής εισόδου yzi(t) για t > 0.

(ϐʹ) Η ίδια διαδικασία µπορεί να ακολουθηθεί για τις πολλαπλές ϱίζες. Για παράδειγµα, για ένα σύστηµα που

καθορίζεται από

d2y(t)

dt2
+ 6

dy(t)

dt
+ 9y(t) = 3

x(t)

dt
+ 5x(t)

έστω ότι ορίζουµε yzi(t), την απόκριση µηδενικής εισόδου, αν οι αρχικές συνθήκες είναι yzi(0) = 3 και

ẏzi(0) = −7.

Λύση: Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο είναι

λ2 + 6λ+ 9 = (λ+ 3)2

οι χαρακτηριστκές ϱίζες είναι λ1 = −3, λ2 = −3 (πολλαπλές ϱίζες). Η απόκριση µηδενικής εισόδου δίνεται

ως

yzi(t) = (c1 + c2t)e
−3t

Μπορούµε να ϐρούµε τις σταθερές c1 και c2 από τις αρχικές συνθήκες yzi(0) = 3 και ẏzi(0) = −7 ακολου-

ϑώντας τη διαδικασία στο ερώτηµα (α). Ο αναγνώστης µπορεί δείξει ότι c1 = 3 και c2 = 2 . ΄Ετσι

yzi(t) = (3 + 2t)e−3t, t > 0
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(γʹ) Για την περίπτωση των µιγαδικών ϱιζών, ϑα ϐρούµε την απόκριση µηδενικής εισόδου ενός συστήµατος περι-

γράφεται από την εξίσωση

d2y(t)

dt2
+ 4

dy(t)

dt
+ 40y(t) =

dx(t)

dt
+ 2x(t)

µε αρχικές συνθήκες yzi(0) = 2, και ẏzi(0) = 16.78.

Λύση: Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο είναι

λ2 + 4λ+ 40 = (λ+ 2− 6j)(λ+ 2 + 6j)

Οι χαρακτηριστικές ϱίζες είναι−2±6j. Οι λύσεις µπορούν να γραφούν σε µιγαδική µορφή ή στην πραγµατική

µορφή. Η µιγαδική µορφή είναι yzi(t) = c1e
λ1t + c2e

λ2t, όπου λ1 = −2 + 6j, λ2 = −2− 6j. Αφού α = −2
και β = 6, η λύση στην πραγµατική µορφή είναι

yzi(t) = ce−2t cos(6t+ θ)

όπου c και θ είναι τυχαίες σταθερές που καθορίζονται από τις αρχικές συνθήκες yzi(0) = 2, και ẏzi(0) = 16.78.
Η παραγώγιση της εξίσωσης δίνει

yzi(t) = −2ce−2t cos(6t+ θ)− 6ce−2t sin(6t+ θ), t > 0

Θέτοντας t = 0 στις εξισώσεις και και µετά αντικαθιστώντας τις αρχικές συνθήκες, παίρνουµε

2 = c cos θ

16.78 = −2 cos θ − 6c sin θ

Η λύση αυτου του συστήµατος εξισώσεων δίνει

c cos θ = 2, c sin θ = −3.463

Υψώνοντας στο τετράγωνο και προσθέτοντας τα δυο µέλη των παραπάνω εξισώσεων δίνει

c2 = 22 + (−3.463)2 = 16⇒ c = 4

Μετά, διαιρώντας τις εξισώσεις , δηλαδή διαιρώντας c cos θ µε c sin θ ϑα έχουµε

tan θ =
−3.463

2

και

θ = tan−1(
−3.463

2
) = −π

3
΄Ετσι

yzi(t) = 4e−2t cos
(
6t− π

3

)

΄Ασκηση 6

Να προσδιορίσετε την κρουστική απόκρουση του συστήµατος :

d2y(t)

dt2
+ 5

dy(t)

dt
+ 6y(t) =

d3x(t)

dt3
+ 2

d2x(t)

dt2
+ 4

dx(t)

dt
+ 3x(t)

Λύση:

Η παραπάνω εξίσωση προκύπτει από τη γενική διαφορική εξίσωση του συστήµατος

N∑
k=0

αk
dk

dtk
y(t) =

M∑
l=0

βl
dl

dtl
x(t)
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για τιµές παραµέτρων N = 2, M = 3 και συντελεστές α0 = 6, α1 = 5, α2 = 1, β0 = 3, β1 = 4, β2 = 2
και β3 = 1. Παρατηρούµε πως στην προκειµένη περίπτωση ισχύει η σχέση M = 3 > N = 2 και για το λόγο

αυτό η κρουστική απόκριση h(t) του συστήµατος αναµένεται να περιέχει την πρώτη παράγωγο της κρουστικής

συνάρτησης.

Εφαρµόζοντας τη µεθοδολογία που γνωρίζετε, ϑέτουµε το δεξί µέλος της εξίσωσης στη συνάρτηση δ(t), γρά-
ϕοντας τη µε τη µορφή

d2ho(t)

dt2
+ 5

dho(t)

dt
+ 6ho(t) = δ(t)

και στη συνέχεια επιλύουµε την οµογενή εξίσωση που ϑα προκύψει για t > 0 µε αρχικές συνθήκες ho(0
+) = 0

και h′o(0
+) = 1 . Θεωρώντας ως συνήθως µιγαδικές εκθετικές λύσεις της µορφής ho(t) = Aeλt (A, λ ∈ C, t > 0)

καταλήγουµε στο χαρακτηριστικό πολυώνυµο

λ2 + 5λ+ 6 = 0⇒ (λ+ 2)(λ+ 3) = 0

µε ϱίζες λ1 = −2, λ2 = −3.
Εποµένως, η συνάρτηση δύναται να εκφραστεί ως ένας γραµµικός συνδυασµός της µορφής

ho(t) = A1e
−2t +A2e

−3t

Παραγωγίζοντας την παραπάνω σχέση, καταλήγουµε στην εξίσωση

dho(t)

dt
= −2A1e

−2t − 3A2e
−3t

και εφαρµόζοντας τις αρχικές συνθήκες hβ(0
+) = 0 και h′o(0

+) = 1, καταλήγουµε στο σύστηµα των εξισώσεων

ho(0
+) = A1e

−2t +A2e
−3t∣∣

t=0+
= A1 +A2 = 0

dho(0
+)

dt
= −2A1e

−2t − 3A2e
−3t∣∣

t=0+
= −2A1 − 3A2 = 1

η λύση του οποίου αποδεικνύεται εύκολα πως είναι η A1 = 1 και A2 = −1. Εποµένως, η συνάρτηση ho(t)
ικανοποιεί τις εν λόγω αρχικές συνθήκες είναι η

ho(t) = e−2t − e−3t, (t > 0) = (e−2t − e−3t)u(t)

Προκειµένου, λοιπόν, να προσδιορίσουµε την κρουστική απόκριση του συστήµατος h(t) , ϑα πρέπει να

αντικαταστήσουµε τη συνάρτηση ho(t) στη διαφορική εξίσωση

h(t) =
d3ho(t)

dt3
+ 2

d2ho(t)

dt2
+ 4

dho(t)

dt
+ 3ho(t)

Παραγωγίζοντας τρεις ϕορές ως προς το χρόνο και απλοποιώντας, όπως και πριν, τις παραστάσεις που προκύ-

πτουν, χρησιµοποιώντας την ιδιότητα x(t)δ(t) = x(0)δ(t) όπου η συνάρτηση x(t) ϑα είναι είτε η e−2t είτε η e−3t

[και στις δυο περιπτώσεις είναι x(0) = 1], διαδοχικά έχουµε:

dho(t)

dt
= (3e−3t − 2e−2t)u(t)

d2ho(t)

dt2
= (4e−2t − 9e−3t)u(t) + δ(t)

και

d3ho(t)

dt3
= (27e−3t − 8e−2t)u(t)− 5δ(t) +

dδ(t)

dt

Αντικαθιστώντας αυτές τις εκφράσεις στην εξίσωση ορισµού της κρουστικής απόκρισης , ϐρίσκουµε

h(t) =
dδ(t)

dt
− 3δ(t)− 5e−2tu(t) + 18e−3tu(t)
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που είναι και το Ϲητούµενο αποτέλεσµα. Παρατηρούµε πως πράγµατι η κρουστική απόκριση περιέχει την πρώτη

παράγωγο της κρουστικής συνάρτησης σε πλήρη συµφωνία µε ό,τι αναµέναµε.

΄Ασκηση 7

Να αποδειχθεί ότι

x(t)δ(t− t0) = x(t0)δ(t− t0)

για κάθε συνάρτηση x(t) η οποία είναι συνεχής στη ϑέση t = t0.

Λύση:

΄Εστω συνάρτηση f(t) = x(t)φ(t) µε τις συναρτήσεις x(t) και φ(t) να είναι συνεχείς στη ϑέση t = t0 όπως άλλωστε

και η ίδια η συνάρτηση f(t). Αντικαθιστώντας αυτήν τη συνάρτηση στην εξίσωση ορισµού της µετατοποισµένης

συνάρτησης δ(t) ∫ +∞

−∞
f(t)δ(t− t0)dt = f(t0)

ϑα λάβουµε ∫ +∞

−∞
[x(t)φ(t)]δ(t− t0)dt = x(t0)φ(t0)

Είναι όµως ,

φ(t0) =

∫ +∞

−∞
δ(t− t0)φ(t0)dt

και η παραπάνω σχέση γράφεται∫ +∞

−∞
[x(t)φ(t)]δ(t− t0)dt =

∫ +∞

−∞
φ(t) [x(t)δ(t− t0)] dt = x(t0)

∫ +∞

−∞
δ(t− t0)φ(t0)dt

=

∫ +∞

−∞
φ(t) [x(t0)δ(t− t0)] dt

Θα είναι λοιπόν, ∫ +∞

−∞
φ(t) [x(t)δ(t− t0)] dt =

∫ +∞

−∞
φ(t) [x(t0)δ(t− t0)] dt

από όπου προκύπτει ότι x(t)δ(t− t0) = x(t0)δ(t− t0).

Παρατήρηση:

Αυτό το συµπέρασµα καθώς και όλα όσα στηρίζονται στη σύγκριση δυο ολοκληρωµάτων και στην εξίσωση των

αντίστοιχων ποσοτήτων, αποτελεί συνέπεια της ιδιότητας της ισοδυναµίας των κατανοµών σύµφωνα µε την οποία

δυο γενικευµένες συναρτήσεις g1 και g2 είναι ίσες µεταξύ τους αν και µόνο αν για κάθε κατάλληλα ορισµένη

δοκιµαστική συνάρτηση ισχύει η σχέση

∫ +∞
−∞ φ(t)g1(t) =

∫ +∞
−∞ φ(t)g2(t)dt.

΄Ασκηση 8

Βρείτε την κρουστική απόκριση του συστήµατος που περιγράφεται από τη διαφορική εξίσωση

d2y(t)

dt2
+ 5

dy(t)

dt
+ 6y(t) = x(t) +

dx(t)

dt

Λύση:

Θεωρούµε το σύστηµα

d2y(t)

dt2
+ 5

dy(t)

dt
+ 6y(t) = x(t) (1)
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Η χαρακτηριστική εξίσωση του συστήµατος είναι

λ2 + 5λ+ 6 = 0

Οι χαρακτηριστικές ϱίζες του συστήµατος είναι λ1 = −2, λ2 = −3. Η κρουστική απόκριση του συστήµατος (1),

έστω h0(t), ϑα είναι ένας γραµµικός συνδυασµός ως :

h0(t) = c1e
−2t + c2e

−3t

Η πρώτη παράγωγος της απόκρισης είναι

h′0(t) = −2c1e−2t − 3c2e
−3t

Ως αρχικές συνθήκες λαµβάνουµε h0(0
+) = 0, και h′0(0

+) = 1. Η εφαρµογή των αρχικών συνθηκών δίνει το

σύστηµα εξισώσεων

h0(0) = c1 + c2 = 0, h′0(0) = −2c1 − 3c2 = 1

από όπου c1 = 1 και c2 = −1. Η κρουστική απόκριση του συστήµατος (1) είναι η

h0(t) = e−2t − e−3t, t > 0

Εποµένως, η κρουστική απόκριση του συστήµατος που µας δίνεται για t > 0 υπολογίζεται ως

h(t) =
∑
k

dk

dtk
bkh0(t)

=
dh0(t)

dt
+ h0(t) = −2e−2t + 3e−3t + e−2t − e−3t

= −e−2t + e−3t, t > 0

= (−e−2t + 2e−3t)u(t)

΄Ασκηση 9

Βρείτε την κρουστική απόκριση του συστήµατος που περιγράφεται από τη διαφορική εξίσωση

d3y(t)

dt3
+ 3

d2y(t)

dt2
+ 7

dy(t)

dt
+ 5y(t) =

dx(t)

dt

Λύση:

Θεωρούµε το σύστηµα

d3y(t)

dt3
+ 3

d2y(t)

dt2
+ 7

dy(t)

dt
+ 5y(t) = x(t) (2)

µε κρουστική απόκριση h0(t)
Η χαρακτηριστική εξίσωση του συστήµατος είναι

λ3 + 3λ2 + 7λ+ 5 = (λ+ 1)(λ2 + 2λ+ 5) = 0

µε χαρακτηριστικές ϱίζες s1 = −1, s2,3 = −1 ± j2. Η κρουστική απόκριση του συστήµατος (3), έστω h0(t), ϑα

είναι ένας γραµµικός συνδυασµός ως :

h0(t) = c1e
−t + e−t(c2 cos 2t+ c3 sin 2t)

Η πρώτη και η δεύτερη παράγωγος της κρουστικής απόκρισης h0(t) υπολογίζονται ως

h′0(t) = −c1e−t − e−t[(c2 − 2c3) cos 2t+ (2c2 + c3) sin 2t]
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h′′0(t) = c1e
−t − e−t[−(3c2 + 4c3) cos 2t+ (4c2 − 3c3) sin 2t]

Ως αρχικές συνθήκες λαµβάνουµε h0(0) = 0, h′0(0) = 0 και h′′0(0) = 1. Η εφαρµογή των αρχικών συνθηκών

δίνει το σύστηµα εξισώσεων

h0(0) = c1 + c2 = 0

h′0(0) = −c1 − c2 + 2c3 = 0

h′0(0) = c1 − 3c2 − 4c3 = 1

από όπου c1 =
1
4 , c2 = −1

4 και c3 = 0. Οπότε είναι

h0(t) =
1

4
e−t − 1

4
e−t cos 2t, t > 0

Η κρουστική απόκριση υπολογίζεται ως

h(t) =
∑
κ

dκ

dtκ
bκh0(t)

=
dh0(t)

dt

= −1

4
e−t +

1

4
e−t(cos 2t+ sin 2t)

= −1

4
e−t +

1√
8
e−t cos(2t− π

4
), t > 0

=
(
− 1

4
e−t +

1√
8
e−t cos(2t− π

4

)
u(t)


