
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΚΡΗΤΗΣ
Τµήµα Επιστήµης Υπολογιστών

HY-215: Εφαρµοσµένα Μαθηµατικά για Μηχανικούς

Εαρινό Εξάµηνο 2015-16

∆ιδάσκοντες: Γ. Στυλιανού, Γ. Καφεντζής

Λυµένες Ασκήσεις - ∆ειγµατοληψία

1. ΄Ενα συνεχές σήµα της µορφής

x(t) = 3 cos(400πt) + 5 sin(1200πt) + 6 cos(4400πt) (1)

δειγµατοληπτείται µε fs = 4000 Hz παράγοντας την ακολουθία x[n]. Ελέγξτε αν η συχνότητα δειγµατο-

ληψίας είναι ικανή να µας δώσει πίσω το αρχικό σήµα από τα δείγµατά του, και ϐρείτε τη µαθηµατική

έκφραση του x[n].

Λύση:
Η µέγιστη συχνότητα του σήµατος x(t) είναι προφανώς η µέγιστη συχνότητα που υπάρχει στα ηµίτονά του, κι
αυτή δεν είναι άλλη από την fmax = 2200 Hz. ΄Οµως

fmax = 2 · 2200 = 4400 > fs (2)

άρα το κριτήριο του Shannon δεν ικανοποιείται, οπότε ∆ΕΝ µπορούµε να πάρουµε πίσω το αναλογικό σήµα από
τα δείγµατά του. Παρ΄ όλα αυτά, δε µας απαγορεύει κανείς να δειγµατοληπτήσουµε µε αυτή τη συχνότητα και να
πάρουµε ένα διακριτό σήµα. :-)

Προφανώς t = nTs = n 1
4000 sec. Αντικαθιστούµε όπου t µε nTs. ΄Αρα ϑα είναι :

x[n] = 3 cos(400πnTs) + 5 sin(1200πnTs) + 6 cos(4400πnTs) (3)

= 3 cos
(nπ
10

)
+ 5 sin

(12nπ
40

)
+ 6 cos

(44nπ
40

)
(4)

2. ∆είξτε ότι

+∞∑
k=−∞

δ(t− kT0) =
1

T0

+∞∑
k=−∞

ej2πkf0t. (5)

Λύση:
Παρατηρήστε ότι το άθροισα των συναρτήσεων ∆έλτα είναι περιοδικό : επαναλαµβάνεται κάθε T0 χρονικές στιγµές.
΄Αρα µπορούµε να το αναπτύξουµε σε σειρά Fourier. Προφανώς η περίοδός του είναι T0 και κάθε µια περίοδος
περιλαµβάνει µόνο µια συνάρτηση ∆έλτα. Ας ϐρούµε τους συντελεστές Fourier, Xk:

Xk =
1

T0

∫ T0/2

−T0/2
x(t)e−jk2πf0tdt =

1

T0

∫ T0/2

−T0/2
δ(t)e−jk2πf0tdt =

1

T0
(6)

γιατί ∫ T0/2

−T0/2
δ(t)ejk2πf0tdt = 1e0 = 1 (7)

΄Αρα

x(t) =
∞∑

k=−∞
Xke

j2πkf0t =
∞∑

k=−∞

1

T0
ej2πkf0t =

1

T0

∞∑
k=−∞

ej2πkf0t (8)
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που είναι και το Ϲητούµενο.

3. ∆είξτε ότι το ϕίλτρο

h(t) =
sin(2πfct)

πfst
, (9)

µε fM < fc < fs − fM και fs =
1
Ts

παίρνει την τιµή h[nTs] = δ[n] για κάθε n, αν ισχύει ότι fc = fs
2 . ∆ίνεται

ότι η διακριτή συνάρτηση ∆έλτα (ή αλλιώς Dirac ∆έλτα) ορίζεται ως:

δ[n] =

{
1, n = 0,
0, αλλού

(10)

Λύση:
Αντικαθιστώντας, έχουµε

h(t) =
sin(2πfct)

πfst
=

sin(πfst)

π(fst)
= sinc(fst) (11)

∆ειγµατοληπτούµε µε fs = 1
Ts

, αντικαθιστώντας όπου t µε nTs, κι έχουµε

h[nTs] = sinc
(
fsnTs

)
= sinc

( 1

Ts
nTs

)
⇐⇒ h[n] = sinc(n) (12)

Προφανώς, επειδή το συγκεκριµένο sinc(n) =
sin(πn)

πn
µηδενίζεται όταν µηδενίζεται ο αριθµητής, δηλαδή

sin(πn) = 0⇐⇒ sin(πn) = sin(kπ) (13)

άρα στις ϑέσεις
πn = kπ ⇐⇒ n = k, k ∈ Z (14)

και οι τιµές του n, ως ακέραιες, είναι ακριβώς πάνω σε αυτά τα σηµεία µηδενισµού, ισχύει ότι

h[n] =

{
sinc(0) = 1, n = 0,
sinc(n) = 0, n 6= 0

που ουσιαστικά είναι ο ορισµός της διακριτής συνάρτησης ∆έλτα, άρα

h[n] = δ[n] (15)
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4. ΄Εστω το σήµα x(t) µε µετασχ. Fourier X(f), ο οποίος έχει µη µηδενικές τιµές στο διάστηµα [−B,B].
Βρείτε το ϱυθµό Nyquist για τη δειγµατοληψία των παρακάτω σηµάτων:

(αʹ) x(t)

(ϐʹ) x(t− t0)

(γʹ) x(t)ej2πf0t

(δʹ) x(t− t0) + x(t+ t0)

(εʹ)
dx(t)

dt
(ϛʹ) x(t)x(t)

(Ϲʹ) x(t) ∗ x(t)

Λύση:
Προφανώς η ελάχιστη συχνότητα δειγµατοληψίας (ϱυθµός Nyquist) καθορίζεται ΜΟΝΟ από το ϕάσµα του σήµα-
τος. ΄Αρα:

(αʹ) Η µέγιστη συχνότητα είναι B, άρα ο ϱυθµός Nyquist είναι fs = 2B.

(ϐʹ) Ισχύει ότι
x(t− t0)←→ X(f)e−j2πft0 (16)

Η µέγιστη συχνότητα του σήµατος παραµένει B, άρα ο ϱυθµός Nyquist είναι fs = 2B.

(γʹ) Ισχύει ότι
x(t)ej2πf0t ←→ X(f − f0) (17)

Το σήµα έχει µετατοπιστεί γύρω από τη συχνότητα f0, άρα ο ϱυθµός του είναι πλέον f0 + B, άρα fs =
2(f0 +B).

(δʹ) Ισχύει ότι
x(t− t0) + x(t+ t0)←→ X(f)e−j2πft0 +X(f)ej2πft0 = 2X(f) cos(2πft0) (18)

Η µέγιστη συχνότητα του ϕάσµατος παραµένει B, άρα fs = 2B.

(εʹ) Ισχύει ότι
dx(t)

dt
←→ j2πfX(f) (19)

Κι εδώ, η µέγιστη συχνότητα του ϕάσµατος παραµένει B, άρα fs = 2B.

(ϛʹ) Ισχύει ότι
x(t)x(t)←→ X(f) ∗X(f) (20)

Η συνέλιξη, όπως έχουµε δει, δυο σηµάτων που είναι µη µηδενικά σε πεπερασµένα διαστήµατα είναι µη
µηδενική στο διάστηµα που ορίζεται ώς το άθροισµα των άκρων των διαστηµάτων. ΄Αρα το ϕάσµα είναι µη
µηδενικό στο διάστηµα [−B −B,B +B] = [−2B, 2B]. Οπότε ο ϱυθµός Nyquist είναι fs = 4B.

(Ϲʹ) Ισχύει ότι
x(t) ∗ x(t)←→ X(f)X(f) = X2(f) (21)

Προφανώς ο ϱυθµός Nyquist είναι fs = 2B.
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5. Βρείτε το ϱυθµό Nyquist για τα σήµατα

(αʹ) sinc2(100t)

(ϐʹ) 1
100sinc

2(100t)

(γʹ) sinc(100t) + 3sinc2(60t)

(δʹ) sinc(50t) ∗ sinc(100t)

Λύση:
Ο ϱυθµός Nyquist είναι η ελάχιστη συχνότητα δειγµατοληψίας που ικανοποιεί το ϑεώρηµα του Shannon, δηλ.
η 2fmax του σήµατος.
Επίσης, εδώ ϑα πρέπει να χρησιµοποιήσουµε την ιδιότητα της ∆υικότητας του Μετασχ. Fourier, που ϑυµίζεται
ότι είναι

x(t)←→ X(f) =⇒ X(t)←→ x(−f) (22)

Επειδή εδώ έχουµε σήµατα sinc(·) στο χρόνο, από τα γνωστά µας Ϲεύγη (ϑέτοντας A = 1), και µε την ιδιότητα της
∆υικότητας που µας λέει ότι αν

rect
( t

T

)
←→ T sinc(fT) , τότε (23)

T sinc(tT) ←→ rect
(−f
T

)
= rect

( f

T

)
(24)

και αν

tri
( t

T

)
←→ T sinc2(fT) , τότε (25)

T sinc2(tT) ←→ tri
(−f
T

)
= tri

( f

T

)
(26)

όπου το −f γίνεται f επειδή οι συναρτήσεις sinc(·), rect(·) είναι άρτιες. ΄Αρα ϑα είναι

(αʹ)

sinc2(100t)←→ 1

100
tri
( f

100

)
(27)

Το σήµα tri(·) είναι ένας τριγωνικός παλµός µε διάρκεια στο [−100, 100] Hz. ΄Αρα η µέγιστη συχνότητα του
σήµατος είναι 100 Hz, άρα ο ϱυθµός Nyquist ϑα είναι fs = 200 Hz.

(ϐʹ) Η αλλαγή στο πλάτος δεν επηρεάζει το ϕάσµα, άρα κι εδώ fs = 200 Hz.

(γʹ)

sinc(100t) + 3sinc2(60t)←→ 1

100
rect

( f

100

)
+ 3

1

60
tri
( f

60

)
(28)

αρα η µέγιστη συχνότητα είναι 60 Hz, οπότε ο ϱυθµός Nyquist είναι fs = 120 Hz.

(δʹ)

sinc(50t) ∗ sinc(100t)←→ 1

50
rect

( f

50

) 1

100
rect

( f

100

)
(29)

άρα η µέγιστη συχνότητα είναι 25 Hz, οπότε ο ϱυθµός Nyquist ϑα είναι fs = 50 Hz.


