
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΚΡΗΤΗΣ
Τµήµα Επιστήµης Υπολογιστών

HY-215: Εφαρµοσµένα Μαθηµατικά για Μηχανικούς

Εαρινό Εξάµηνο 2015/16

Επιµέλεια: Γιώργος Π. Καφεντζης

∆ρ. Επιστήµης Η/Υ Πανεπιστηµίου Κρήτης
∆ρ. Επεξεργασίας Σήµατος Πανεπιστηµίου Rennes 1

∆ειγµατοληψία

1 Εισαγωγή

Οι περισσότερες µετρήσιµες ϕυσικές διαδικασίες που συµβαίνουν στον κόσµο µας είναι αναλογικές. Από την ηλιακή
ακτινοβολία, την ανθρώπινη ϕωνή, τον ήχο µιας λύρας, τα σεισµικά κύµατα, ως µια ϕωτογραφία, το χτύπο της καρδιάς,
και τα εγκεφαλικά κύµατα, όλα αυτά είναι αναλογικά σήµατα.

Αυτά τα σήµατα είναι συναρτήσεις του χρόνου, δηλ. αλλάζουν τιµές µε την πάροδό του. Ο όρος αναλογικός έχει
την έννοια της συνεχούς συνάρτησης, σε χρόνο και πλάτος, δηλ. ένα αναλογικό σήµα ορίζεται για κάθε χρονική στιγµή
και έχει τιµή µε άπειρα δεκαδικά ψηφία. Οι τιµές αυτές εκφράζουν κάτι διαφορετικό, ανάλογα µε την εφαρµογή (π.χ.
στη ϕωτογραφία εκφράζουν το χρώµα του pixel, ενώ στον ήχο την ένταση του ήχου).

Με την έκρηξη των ηλεκτρονικών υπολογιστών τη δεκαετία του ΄50, αναζητήθηκε ο τρόπος να µπορούν να αποθη-
κευτούν τέτοια σήµατα σε έναν υπολογιστή, για περαιτέρω επεξεργασία. Φυσικά, ένας υπολογιστής δεν καταλαβαίνει
στην ουσία τίποτα άλλο εκτός από 0 και 1, ενώ η χωρητικότητα και η ακρίβειά του είναι πεπερασµένες. ΄Ετσι λοιπόν
έπρεπε να ϐρεθεί ένας τρόπος να καταγραφούν αυτά τα αναλογικά σήµατα σε ψηφιακή µορφή, αλλά µε την ικανότητα
να µπορούν να ‘‘δώσουν πίσω’’ το αναλογικό σήµα από το οποίο προήλθαν. Με άλλα λόγια, από το συνεχές/αναλογικό
σήµα, να µπορούµε να πάρουµε κάποια δείγµατά του, αλλά αυτά τα δείγµατα να είναι ικανά να µας δώσουν πίσω ολό-
κληρο το σήµα συνεχούς χρόνου ! Σίγουρα δύσκολη δουλειά ! :-) Η διαδικασία µετατροπής, λοιπόν, ενός αναλογικού
σήµατος σε ∆ΙΑΚΡΙΤΟ (κι όχι ψηφιακό) λέγεται ∆ειγµατοληψία.

Ας δώσουµε ένα παράδειγµα της όλης διαδικασίας από την καθηµερινότητά σας. :-) Ο Τερζής (respect), όταν
τραγουδάει µπροστά σε ένα µικρόφωνο, τα ηχητικά κύµατα από τη ϕωνή του ταξιδεύουν στον αέρα και ϕτάνουν ως
το µικρόφωνο. Τα ηχητικά αυτά κύµατα χτυπούν ένα διάφραγµα µέσα στο µικρόφωνο, το οποίο πάει µπρος - πίσω
(ταλαντώνεται). ΄Ενα πηνίο, που είναι συνδεδεµένο µε το διάφραγµα, κινείται κι αυτό µπρος - πίσω. ΄Ενας µαγνήτης
που είναι µαζί µε το πηνίο, παράγει µαγνητικό πεδίο που το διαπερνά, και λόγω της ταλάντωσης του πηνίου, παράγεται
ϱοή ηλεκτρικού ϱεύµατος. Το ϱεύµα αυτό ϱέει προς έναν ενισχυτή ή µια συσκευή καταγραφής1. ΄Αρα στην περίπτωσή
µας, το αναλογικό σήµα είναι ηλεκτρικό, αλλά δε µας απασχολεί η ϕύση του σήµατος. Είναι ένα σήµα. Αυτό το σήµα
ϑέλουµε να το αποθηκεύσουµε σε έναν υπολογιστή. Πρέπει λοιπόν να το δειγµατοληπτήσουµε, δηλ. να διαλέξουµε
κάποιες χρονικές στιγµές και να πάρουµε τις τιµές του ηλεκτρικού σήµατος σε εκείνες τις στιγµές, να πάρουµε δηλ.
δείγµατα του σήµατος.

Εδώ ας κάνουµε µια παρένθεση για να ορίσουµε λίγο την ορολογία. Ορίζουµε ως περίοδο δειγµατοληψίας Ts
την απόσταση (σε δευτερόλεπτα) µεταξύ των δειγµάτων που παίρνουµε. Συνήθως είναι σταθερή. Επίσης, ορίζουµε ως
συχνότητα δειγµατοληψίας fs το αντίστροφο της περιόδου δειγµατοληψίας (fs = 1

Ts
), και είναι ένας αριθµός που

µας λέει πόσα δείγµατα παίρνουµε ανά δευτερόλεπτο. Για παράδειγµα, στα µουσικά CD του εµπορίου, η συχνότητα
δειγµατοληψίας είναι 44100 Hz. Αυτό σηµαίνει ότι σε ένα δευτερόλεπτο πραγµατικού ηχητικού κοµµατιού, έχουµε
πάρει 44100 δείγµατα, τα οποία απέχουν 1

44100 δευτερόλεπτα µεταξύ τους ! Πολλά δείγµατα, πολύ κοντά το ένα µε το
άλλο ! Γι΄ αυτό και η ποιότητα της µουσικής είναι τόσο καλή. Ας κλείσουµε όµως εδώ την παρένθεση κι ας επιστρέψουµε

1 ΄Αλλα µικρόφωνα χρησιµοποιούν διαφορετικό τρόπο αλλά στην ουσία πάλι µετατρέπουν ηχητική ενέργεια σε ηλεκτρική.
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στη ϑεωρία...

Τα ερωτήµατα που µπορεί κανείς να σκεφτεί και να ϑέσει άµεσα είναι : ποιά δείγµατα να πάρω ; ΄Οποια ϑέλω ; Και
κάθε πότε να τα παίρνω ; ΄Οποτε ϑέλω ; Να πάρω δηλ. ένα δείγµα τώρα κι ένα δείγµα µετά από 5 sec, κι άλλο ένα
µετά από 40 sec; ΄Η πρέπει να υπάρχει ένα σταθερό χρονικό διάστηµα στο οποίο ϑα πρέπει να παίρνω δείγµατα ; Κι
αν τα πάρω αυτά τα δείγµατα, µετά ϑα µπορώ να ανακατασκευάσω και να ακούσω το τραγούδι του Πλούταρχου από
ένα ηχείο ή ϑα ακούσω bits; :-) ΄Ολα αυτά τα ερωτήµατα τα απάντησε ο Nyquist και ο Shannon, το 1928 ο πρώτος,
και το 1949 ο δεύτερος, µε κάποιες διαφορές στις εργασίες τους. Το ϑεώρηµα που απαντάει σε αυτά τα ερωτήµατα
ονοµάστηκε Θεώρηµα των Shannon-Nyquist.

΄Ενα σήµα µε µέγιστη συχνότητα B Hz, µπορεί να ανακτηθεί από τα δείγµατά του, αν

δειγµατοληπτηθεί µε συχνότητα δειγµατοληψίας

fs > 2B, (1)

δηλ. µε περίοδο δειγµατοληψίας

Ts <
1

fs
(2)

Η συνθήκη:

fs > 2B
(

ή Ts <
1

2B

)
(3)

λέγεται συνθήκη του Shannon.

Η µέγιστη συχνότητα B συνήθως αναφέρεται στη ϐιβλιογραφία ως fmax και λέγεται συχνότητα Nyquist,
ενώ η ελάχιστη συχνότητα 2B για την οποία πληρείται η συνθήκη του Shannon λέγεται ϱυθµός

Nyquist.

2 Θεωρία

΄Οπως πρέπει να σας έχει γίνει ήδη αντιληπτό, το ϑεώρηµα της δειγµατοληψίας εµπλέκει µέσα το πεδίο της συχνότητας,
εκτός από αυτό του χρόνου. Το πεδίο της συχνότητας, όπως ΠΡΕΠΕΙ ήδη να ξέρετε πολύ καλά, δεν είναι τίποτα άλλο
από την αναπαράσταση του ίδιου σήµατος ως προς τη συχνότητα f .
΄Εστω λοιπόν ότι έχουµε ένα αναλογικό σήµα x(t) που ϑέλουµε να δειγµατοληπτήσουµε και αυτό το σήµα έχει ϕάσµα
(µετασχηµατισµό Fourier δηλαδή) X(f), όπως στο Σχήµα (1) και (2). Παρατηρείτε ότι το ϕάσµα του σήµατος έχει
µέγιστη συχνότητα B. Μετά τη συχνότητα αυτή, δεν υπάρχουν πλάτη (µπλε γραµµή) για τις υπόλοιπες συχνότητες. Το
ίδιο και για το αρνητικό µέρος των συχνοτήτων.

2.1 ∆ειγµατοληψία

Ας κάνουµε τώρα δειγµατοληψία στο σήµα µας στο χρόνο, µε περίοδο δειγµατοληψίας Ts = 1
fs

. Πώς όµως ϑα
αναπαραστήσουµε µαθηµατικά τη δειγµατοληψία ; Θυµηθείτε ότι

x(t)δ(t± t0) = x(∓t0)δ(t± t0) (4)

΄Αρα η συνάρτηση δειγµατοληψίας δεν είναι τίποτα άλλο από µια σειρά από τις γνωστές µας Συναρτήσεις ∆έλτα :

xδ(t) =

+∞∑
n=−∞

δ(t− nTs) (5)
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t0

 x(t)

Σχήµα 1: Αναλογικό σήµα Σχήµα 2: Μετασχηµατισµός Fourier του αναλογικού σή-
µατος.

Η συνάρτηση δειγµατοληψίας ϕαίνεται στο Σχήµα (3).

n0

xδ(t)

1

Ts

Σχήµα 3: Συνάρτηση ∆ειγµατοληψίας

΄Οπως ϕαίνεται, αυτές οι συναρτήσεις ∆έλτα απέχουν µεταξύ τους χρόνο Ts.

Ο µετασχηµατισµός Fourier της συνάρτησης δειγµατοληψίας εύκολα µπορεί να δειχθεί ότι είναι :

xδ(t) =

+∞∑
n=−∞

δ(t− nTs)←→ ∆(f) =
1

Ts

+∞∑
n=−∞

δ(f − nfs) (6)

Αφού η συνάρτηση xδ(t) είναι περιοδική µε περίοδο Ts, µπορεί να αναπτυχθεί σε σειρά Fourier. Οι συντελεστές Fourier
δίνονται ως

Xk =
1

Ts

∫ Ts/2

−Ts/2
x(t)e−jk2πfstdt =

1

Ts

∫ Ts/2

−Ts/2
δ(t)e−jk2πfstdt =

1

Ts
(7)

γιατί ∫ Ts/2

−Ts/2
δ(t)ejk2πfstdt = 1e0 = 1 (8)
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λόγω γνωστής ιδιότητας2. ΄Αρα

x(t) =

+∞∑
k=−∞

Xke
jk2πfst =

+∞∑
k=−∞

1

Ts
ejk2πfst =

1

Ts

+∞∑
k=−∞

ejk2πfst (10)

΄Οµως από το τυπολόγιο του Μετασχ. Fourier, ξέρουµε ότι

x(t) =

+∞∑
k=−∞

Xke
jk2πf0t ←→ X(f) =

+∞∑
k=−∞

Xkδ(f − kf0) (11)

΄Αρα τελικά

∆(f) =
1

Ts

+∞∑
n=−∞

δ(f − nfs) (12)

Βλέπουµε λοιπόν ότι και ο µετασχ. Fourier της άπειρης σειράς από Συναρτήσεις ∆έλτα στο χρόνο είναι µια άπειρη
σειρά από συναρτήσεις ∆έλτα ΚΑΙ στη συχνότητα, οι οποίες µάλιστα απέχουν µεταξύ τους fs Hz.

Η δειγµατοληψία µπορεί να αναπαρασταθεί λοιπόν µαθηµατικά από τον πολλαπλασιασµό στο χρόνο του σήµατος
πληροφορίας x(t) µε τη σειρά από συναρτήσεις ∆έλτα, xδ(t). ΄Αρα ϑα έχουµε:

xs(t) = x(t)xδ(t) = x(t)
+∞∑

n=−∞
δ(t− nTs) =

+∞∑
n=−∞

x(nTs)δ(t− nTs) (13)

Οπότε αυτό που ϑα πάρουµε ϑα είναι οι κόκκινες τιµές στις κορυφές των συναρτήσεων ∆έλτα. Οι υπόλοιπες τιµές
χάνονται. Αυτό που µένει λοιπόν είναι το ∆ΙΑΚΡΙΤΟ σήµα µας, x[n]. Αυτό το x[n] δεν είναι τίποτα άλλο από τις τιµές
x(nTs) που πήραµε παραπάνω. ΄Ολα αυτά µας τα δείχνει εποπτικά η Εικόνα (4) και (5).

t0

 x(t)

Ts

Σχήµα 4: ∆ειγµατοληψία

Ας δούµε τι συµβαίνει στο πεδίο της συχνότητας. Το γινόµενο των δυο παραπάνω σηµάτων, xs(t) = x(t)xδ(t),
2Από την ιδιότητα της συνάρτησης ∆έλτα : ∫

x(t)δ(t)dt = x(0) (9)
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n0

 x[n]

Ts

Σχήµα 5: ∆ειγµατοληπτηµένο σήµα

γίνεται συνέλιξη στη συχνότητα:

Xs(f) = X(f) ∗∆(f) = X(f) ∗ 1

Ts

+∞∑
n=−∞

δ(f − nfs)

=
1

Ts

+∞∑
n=−∞

(
X(f) ∗ δ(f − nfs)

)
=

1

Ts

+∞∑
n=−∞

X(f − nfs) (14)

γιατί ξέρουµε ότι η συνέλιξη σήµατος µε µια συνάρτηση ∆έλτα δίνει το ίδιο το σήµα µετατοπισµένο στη ϑέση της
συνάρτησης ∆έλτα, δηλ.

X(f) ∗ δ(f ± f0) = X(f ± f0) (15)

΄Αρα λοιπόν, αυτό που παίρνουµε στο πεδίο της συχνότητας σύµφωνα µε την παραπάνω σχέση, είναι επαναλήψεις του
ϕάσµατος X(f) γύρω από τις συχνότητες ±nfs. Αν η συχνότητα δειγµατοληψίας είναι ‘‘αρκετά µεγάλη’’ (ϑα δούµε
παρακάτω τι σηµαίνει αυτό), τότε αυτό που ϑα συµβεί στο πεδίο της συχνότητας ϕαίνεται στο Σχήµα (6).

Σχήµα 6: Μη επικαλυπτόµενο ϕάσµα

Τι παρατηρούµε και στο Σχήµα (6); Παρατηρούµε ξανά ότι, λόγω της διαδικασίας της δειγµατοληψίας, εµφανί-
στηκαν από το πουθενά περιοδικές ‘‘επαναλήψεις ’’ του αρχικού ϕάσµατος γύρω από τις συχνότητες ±nfs. Αυτό είναι
το ϕάσµα του δειγµατοληπτηµένου (== ∆ΙΑΚΡΙΤΟΥ) σήµατος. Στο Σχήµα (6) ϕαίνονται µόνο οι ‘‘επαναλήψεις ’’ του
ϕάσµατος γύρω από τις συχνότητες ±fs, αλλά αυτή η επανάληψη συνεχίζεται σε όλα τα πολλαπλάσια της fs, από το
−∞ ως το +∞. Το ίδιο ϕάσµα δηλ. εµφανίζεται και γύρω από τη συχνότητα 2fs, 3fs, κλπ. Το ίδιο και στις τις
αρνητικές τους. Απλά για λόγους ευκολίας, εδώ δείχνουµε µόνο τις επαναλήψεις γύρω από την fs και την fs.



Εφαρµοσµένα Μαθηµατικά για Μηχανικούς - 2015/16 6

2.2 Ανακατασκευή

Υπενθυµίζεται ότι µετά την αποθήκευση ή επεξεργασία του διακριτού σήµατος στον υπολογιστή, σκοπός µας είναι να
µπορούµε να πάρουµε πίσω το αρχικό σήµα, δηλ. την µπλέ ϕασµατική καµπύλη. Αυτό γίνεται µε την εφαρµογή
ενός χαµηλοπερατού (lowpass) ϕίλτρου γύρω από το κεντρικό ϕάσµα, κόβοντας τα ‘‘περισσευούµενα’’ ϕάσµατα και
κρατώντας µόνο το κεντρικό, όπως ϕαίνεται στην παρακάτω εικόνα. Θυµίζεται ότι το κεντρικό (µπλε) ϕάσµα είναι το
ϕάσµα του αρχικού αναλογικού σήµατος, ενώ τα πράσινα ‘‘ξεφύτρωσαν’’ λόγω της διαδικασίας της δειγµατοληψίας.
Οπότε αν ϑέλουµε να ανακτήσουµε το αναλογικό σήµα, ϑα πρέπει να κρατήσουµε µόνο το κεντρικό ϕάσµα, γιατί
ΜΟΝΟ αυτό αντιστοιχεί στο αναλογικό σήµα, όπως δείχνει το Σχήµα (7). Το ϕίλτρο αυτό, που προφανώς το ορίζουµε

Σχήµα 7: Φίλτρο ανακατασκευής

στη συχνότητα, πρέπει να σας ϑυµίζει κάτι. :-) Ναι, είναι ένας τετραγωνικός παλµός (!!) που δίνεται από την εξίσωση:

H(f) =
1

fs
rect

( f

fs

)
= Tsrect

( f

fs

)
(16)

Αυτό σηµαίνει ότι το παράθυρο ορίζεται στο διάστηµα [−fs/2, fs/2]. Ο αντίστροφος µετασχ. Fourier του σήµατος αυτού
ξέρουµε ότι είναι :

h(t) = Tsfssinc(tfs) = sinc
( t

Ts

)
(17)

λόγω της ιδιότητας της ∆υικότητας3. Πολλαπλασιάζοντας το σήµα H(f) µε το ϕάσµα του διακριτού σήµατος

1

Ts

+∞∑
n=−∞

X(f − nfs)

3Υπενθυµίζεται :
x(t)←→ X(f) =⇒ X(t)←→ x(−f) (18)

και για το γνωστό µας Ϲεύγος είναι

Arect
( t

T

)
←→ ATsinc(fT) =⇒ ATsinc(tT)←→ Arect

(
− f

T

)
= Arect

( f

T

)
(19)
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ϑα έχουµε:
1

Ts
H(f)

+∞∑
n=−∞

X(f − nfs) =
1

Ts
TsX(f) = X(f) (20)

αφού το H(f) είναι µη µηδενικό στο διάστηµα [−fs/2, fs/2].

Τέλος, το γινόµενο στη συχνότητα γίνεται συνέλιξη στο χρόνο :

h(t) ∗
+∞∑

n=−∞
x(nTs)δ(t− nTs) =

+∞∑
n=−∞

x(nTs)h(t− nTs) =
+∞∑

n=−∞
x(nTs)sinc

(t− nTs

Ts

)
(21)

Η παραπάνω σχέση είναι πολύ σηµαντική. Μας λέει ότι, ιδανικά, ένα αναλογικό σήµα (το οποίο ορίζεται σε κάθε
χρονική στιγµή - άρα σε άπειρες χρονικές στιγµές) µπορεί να ανακατασκευαστεί όταν τα δείγµατά του x(nTs) (δηλ.
από κάποιες διακριτές µόνο χρονικές στιγµές του σήµατος) συνδυαστούν γραµµικά µε συναρτήσεις sinc(·), όταν κάθε
µιά έχει τον κεντρικό λοβό της γύρω από τις χρονικές στιγµές nTs, n ∈ Z!!! ∆είτε το Σχήµα (8) και παρατηρήστε πώς
αυτές οι συναρτήσεις sinc(·) µε κατάλληλη µετατόπιση (µπλε γραµµές) κατασκευάζουν ένα σήµα στο συνεχή χρόνο
(µαύρη γραµµή) από τα δείγµατά του (κουκκίδες).

Σχήµα 8: Ανακατασκευή από Συναρτήσεις sinc

Ας επανέλθουµε λίγο στο ϕάσµα του διακριτού σήµατος, που το παραθέτουµε ξανά για ευκολία, στο Σχήµα (9)(a).
Παρατηρήστε λίγο το δεξί άκρο της µπλέ γραµµής και το αριστερό άκρο της πράσινης γραµµής (του δεξιού ϕάσµατος).
Βλέπετε ότι το ένα έχει συχνότητα B και το άλλο έχει συχνότητα fs − B. Αν αυτά τα δυο άκρα ήταν πιο κοντά, όπως
ϕαίνεται στο Σχήµα (9)(b), τότε ϑα ‘‘έµπαινε’’ το ένα ϕάσµα µέσα στο άλλο, ϑα είχαµε δηλ. επικάλυψη στα ϕάσµατα,
και σε εκείνο το διάστηµα τα ϕάσµατα ϑα προστίθενται, αλλοιώνοντας έτσι το αρχικό µας σήµα, όπως ϕαίνεται στο
Σχήµα (9)(c).

Για να µη συµβαίνει αυτό, καταλαβαίνετε ότι πρέπει να έχουµε µια κατάσταση όπως στο Σχήµα (9)(a), δηλ. το
αριστερό άκρο της πράσινης γραµµής να είναι ΠΑΝΤΑ µεγαλύτερο από το δεξί άκρο της µπλέ γραµµής, δηλ. να ισχύει

B < fs −B ⇐⇒ fs > 2B (22)

που είναι το κριτήριο του Shannon. Αυτή ουσιαστικά είναι η απόδειξη του ϑεωρήµατος της δειγµατοληψίας (χωρίς
µαθηµατικά :-) ). Προέρχεται απλά από την παρατήρηση αυτού του σχήµατος. ∆είτε στο Σχήµα (9)(c), τι συµβαίνει αν
το κριτήριο του Shannon παραβιάζεται, δηλ. η συχνότητα δειγµατοληψίας fs είναι µικρότερη από τη διπλάσια µέγιστη
συχνότητα B του σήµατος. Βλέπετε ότι πλέον η µπλέ γραµµή δεν είναι η ίδια µε πριν. Στα άκρα της έχουν προστεθεί
συχνότητες \ξένες", και έχουν αλλοιώσει το κεντρικό ϕάσµα. Καταλαβαίνετε τι γίνεται αν η fs είναι ακόµα πιο κοντά
στο µηδέν... χαµός !
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Σχήµα 9: Υποδειγµατοληψία: Φάσµα µε ξένες συχνότητες

Το ϕαινόµενο αυτό της επικάλυψης των ϕασµάτων ονοµάζεται aliasing στα Αγγλικά4.

3 Παρατηρήσεις

1. Προσέξτε ότι στην παραπάνω ανάλυσή µας, ϑεωρήσαµε ότι το x(t) είναι ένα σήµα πεπερασµένης Ϲώνης συχνοτή-
των, δηλ. το ϕάσµα του, X(f), είναι µη µηδενικό σε ένα πεπερασµένο διάστηµα συχνοτήτων (στο [−B,B]). Αυτό
µπορεί να ΜΗΝ ισχύει πάντα, και πράγµατι ∆ΕΝ ισχύει για όλα τα σήµατα που µπορούµε να κατασκευάσουµε
στην πράξη, µια και όλα τα υπαρκτά σήµατα είναι πεπερασµένης διάρκειας στο χρόνο, άρα άπειρης διάρκειας
στη συχνότητα ! :-) Τότε πρέπει να εφαρµόσουµε εκ των προτέρων στο ϕάσµα του σήµατος ένα ϕίλτρο, σαν το
H(f) που είδαµε, ώστε να περιορίσουµε το εύρος Ϲώνης του, ώστε να ισχύει η ανάλυση που κάναµε παραπάνω.
Το ϕίλτρο αυτό πρέπει να είναι κατάλληλο ώστε να µην ‘‘κόβει’’ µεγάλο κοµµάτι απ΄ την πληροφορία του σήµατος.

2. ∆είτε το ϕίλτροH(f) που χρησιµοποιήσαµε στην ανάλυσή µας (Σχήµα (7) ). Αυτό το ϕίλτρο είναι ιδανικό, αλλάζει
τιµές στα άκρα του µε ακαριαίο τρόπο, είναι ασυνεχές και άρα µη υλοποιήσιµο στην πράξη, όµως υπάρχουν
αρκετά παρόµοια που το προσεγγίζουν. Αυτή η ‘‘παραχώρηση’’ που κάνουµε εισάγει παραµόρφωση στο σήµα
µας, αλλά δεν µπορεί να γίνει αλλιώς... :-(

3. Η συνάρτηση δειγµατοληψίας xδ(t) επίσης δεν µπορεί να υλοποιηθεί στην πράξη. Προσεγγίζεται αρκετά καλά
όµως από τετραγωνικούς παλµούς (αντί για συναρτήσεις ∆έλτα) µε πολύ µικρό εύρος, όπως ο παλµός που είδαµε
στο Κεφάλαιο για το µετασχ. Fourier

δ(t) ≈ 1

ε
rect

( t

ε

)
(23)

όπου όσο το ε→ 0, τόσο η προσέγγιση πλησιάζει πιο κοντά στη ϑεωρητική συνάρτηση ∆έλτα.
4 ΄Οχι, δεν έχω ιδέα πως µπορεί κάποιος να το µεταφράσει στα Ελληνικά χωρίς να ϐγει µια λέξη που να ηχεί παράξενα. :-D Μια προσπάθεια

µετάφρασης ϑα ήταν ‘‘ψευδώνυµες συχνότητες ’’ :-)
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4. Για προχωρηµένους : :-) Η συνθήκη του Shannon δεν είναι αναγκαία για τη σωστή ανάκτηση του σήµατος. Γιατί ;
∆είτε το παρακάτω παράδειγµα:

΄Εστω x(t)←→ X(f), µε f ∈ [−B,B]. ΄Εστω y(t) = x3(t), άρα ϑα είναι Y (f) 6= 0 στο [−3B, 3B]. Για ανάκτηση
του σήµατος σύµφωνα µε τα όσα έχουµε πει, πρέπει fs > 6B. ΄Εστω ότι το δειγµατοληπτούµε µε fs = 2B. Τι
συµβαίνει ; Προφανώς υπάρχουν επικαλύψεις στο ϕάσµα του διακριτού σήµατος y(nTs). ΄Οµως για δείτε την
διάταξη στο Σχήµα 10. Γίνεται ή όχι σωστή ανάκτηση του σήµατος από την παραπάνω διάταξη ; :-)

Σχήµα 10: ∆ιάταξη ανάκτησης σήµατος

5. Προφανώς όλη η ανάλυση που κάναµε παραπάνω αφορά πραγµατικά σήµατα (όχι ϕανταστικά ή µιγαδικά).

6. ΄Ισως αναρωτηθήκατε ‘‘γιατί δεν παίρνουµε µια αρκετά µεγάλη συχνότητα δειγµατοληψίας ώστε να µην ανα-
γκαζόµαστε να κοιτάµε κάθε ϕορά το ϑεώρηµα του Shannon; ’’. Η απάντηση σε αυτό είναι το κόστος. :-) Για
παράδειγµα, σε ηχογραφήσεις ϕωνής, µια συχνότητα δειγµατοληψίας µεγαλύτερη από 20 kHz ίσως είναι πλεονα-
σµατική, γιατί οι σηµαντικές συχνοτικές συνιστώσες της ανθρώπινης ϕωνής σπάνια ξεπερνούν τα 10 kHz. Οπότε
µια συχνότητα δειγµατοληψίας µεγαλύτερη από 2 · 10 = 20 kHz αποθηκεύει πληροφορία µε λίγη σηµασία για
την καταληπτότητα και την καθαρότητα της ϕωνής.

Αντίθετα, µερικά µουσικά όργανα µπορούν να παράγουν συχνότητες ως και τα 20 − 25 kHz, οπότε ϑα πρέπει
να δειγµατοληπτήσουµε τέτοιες ηχογραφήσεις µε συχνότητα δειγµατοληψίας fs > 2 · {20− 25} = 40− 50 kHz.
΄Οµως το ανθρώπινο αυτί µπορεί να ακούσει συχνότητες από 20 Hz ως περίπου 20 kHz. ΄Αρα µια συχνότητα
δειγµατοληψίας µεγαλύτερη από 2 · 20 = 40 kHz πρακτικά δεν έχει πολύ νόηµα.

Παρ΄ όλα αυτά, τα CD του εµπορίου καθιέρωσαν (µε πρωτεργάτρια τη Sony τη δεκαετία του ΄70) τη συχνότητα
δειγµατοληψίας των 44.1 kHz, τόσο για το ότι είναι κοντά στο όριο των 20 kHz του ανθρώπινου αυτιού, όσο και
για πρακτικούς λόγους υλοποίησης του τετραγωνικού παραθύρου που ανακατασκευάζει το ϕάσµα του σήµατος
συνεχούς χρόνου από το περιοδικό ϕάσµα του δειγµατοληπτηµένου σήµατος.

4 Παραδείγµατα Aliasing

∆είτε παραδείγµατα του ϕαινοµένου του aliasing σε εικόνες, µε την αριστερή εικόνα κάθε Ϲεύγους να µην έχει aliasing,
ενώ η δεξιά εικόνα να έχει.


