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΄Ασκηση 1 - Μετασχηµατισµός Laplace

(αʹ) ΄Εστω το διάγραµµα πόλων-µηδενικών µιας ϱητής συνάρτησης µεταφοράς H(s). Πόσα πιθανά πεδία σύγκλισης
υπάρχουν ;

Σχήµα 1: Σχήµα ΄Ασκησης 1.

(ϐʹ) Ποιά από αυτά αντιστοιχούν σε

i. αιτιατό

ii. ευσταθές

iii. µη αιτιατό

σύστηµα ;

(γʹ) Είναι το αντίστροφο σύστηµα Hinv(s) µοναδικό, όταν το H(s) αντιστοιχεί σε ευσταθές και αιτιατό σύστηµα ;

Λύση:

αʹ) Υπάρχουν δυο πιθανά πεδία σύγκλισης, σ > −1 και σ < −1, αφού οι δυο πόλοι είναι συζυγείς και έχουν το ίδιο
πραγµατικό µέρος.

ϐʹ) i. Για να είναι το σύστηµα αιτιατό ϑα πρέπει να έχει ¨δεξιόπλευρο¨ πεδίο σύγκλισης. ΄Αρα σ > −1.

ii. Για να είναι το σύστηµα ευσταθές ϑα πρέπει το πεδίο σύγκλισης να περιλαµβάνει το ϕανταστικό άξονα. ΄Αρα
σ > −1.

iii. ∆εν υπάρχει πεδίο σύγκλισης που να αντιστοιχεί σε µη αιτιατό σύστηµα, γιατί µόνο ¨λωριδοειδή¨ πεδία
σύγκλισης δίνουν κρουστική απόκριση µη αιτιατή.
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γʹ) Για ευσταθές και αιτιατό σύστηµα είδαµε ότι σ > −1. Το αντίστροφο σύστηµα ϑα έχει πόλους στις ϑέσεις s = 1,
σ = −2. Χρειάζεται να επιλέξουµε πεδίο σύγκλισης τέτοιο ώστε

RH ∩HHinv ̸= ∅ (1)

΄Εχουµε επιλογές σ > 1, σ < −2, −2 < σ < 1 για το αντίστροφο σύστηµα. Παρατηρούµε ότι για δυο από αυτά,
τα σ > 1, −2 < σ < 1 έχουν µη κενή τοµή µε το αρχικό σύστηµα. ΄Αρα το αντίστοφο σύστηµα δεν είναι µοναδικό.

΄Ασκηση 2 - Μετασχηµατισµός Laplace ΙΙ

΄Εστω η συνάρτηση µεταφοράς

H(s) =
−s2 − s− 2

s2 + 2s+ 2
(2)

ενός ΓΧΑ συστήµατος, µε σ > −1. Βρείτε την κρουστική απόκριση h(t), καθώς και µια διαφορική εξίσωση που
περιγράφει το παραπάνω σύστηµα.

Λύση:
∆εν µπορούµε να κάνουµε ανάπτυγµα σε µερικά κλάσµατα γιατί ο ϐαθµός του πολυωνύµου του αριθµητή δεν είναι
γνήσια µικρότερος του παρονοµαστή. Θα πρέπει να διαιρέσουµε τα πολυώνυµα. Η διαίρεση ϑα µας δώσει

H(s) = −1 +
s

s2 + 2s+ 2
= −1 +

s

(s− (−1 + j))(s− (−1− j))
= −1 +

A

s+ 1− j
+

B

s+ 1 + j
(3)

µε

A = −1

2
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√
2

2
ejπ/4 (4)

B = −
√
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2
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και άρα
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√
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2
ejπ/4

1
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−

√
2

2
e−jπ/4 1

s+ 1 + j
(6)

και αφού σ > −1, στο πεδίο του χρόνου ϑα έχουµε

h(t) = −δ(t)−
√
2

2
ejπ/4e(−1+j)tu(t)−

√
2

2
e−jπ/4e(−1−j)tu(t) (7)
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√
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√
2e−t cos

(
t+

π

4

)
u(t) (10)

Μια διαφορική εξίσωση που περιγράφει το σύστηµα ϑα είναι

H(s) =
−s2 − s− 2

s2 + 2s+ 2
=

Y (s)

X(s)
⇐⇒ (s2 + 2s+ 2)Y (s) = (−s2 − s− 2)X(s) (11)

και γυρίζοντας στο πεδίο του χρόνου, ϑα έχουµε

d2

dt2
y(t) + 2

d

dt
y(t) + 2y(t) = − d2

dt2
x(t)− d

dt
y(t)− x(t) (12)
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΄Ασκηση 3 - Συσχετίσεις Ι

Υπολογίστε την ετεροσυσχέτιση ϕxy(τ) των σηµάτων

x(t) = trect

(
t− 1

2

)
(13)

y(t) = rect(t) (14)

Λύση:
∆ιαχωρίζουµε τις περιπτώσεις, όπως στο Σχήµα 2. Θα έχουµε

Σχήµα 2: ΄Ασκηση 3.
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΄Αρα συνολικά
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΄Ασκηση 4 - Συσχετίσεις ΙΙ

΄Εστω το περιοδικό µε περίοδο T0 = 0.01 s και µε συντελεστές Fourier Xk ως

X0 = 2 (16)

Xk =
4

π2k2
, k ∈ Z (17)

(αʹ) Σχεδιάστε ϕάσµατα πλάτους και ϕάσης για το περιοδικό σήµα, για |k| ≤ 3.

(ϐʹ) Υπολογίστε την αυτοσυσχέτιση του περιοδικού σήµατος σε µορφή εκθετικής σειράς Fourier, ϕx(τ).

(γʹ) Επαναλάβατε το (α) για την ϕx(τ).

Λύση:

(αʹ) Υπολογίζοντας τα Ϲητούµενα Xk, παίρνουµε τα ϕάσµατα του Σχήµατος 3.

Σχήµα 3: Φάσµατα ΄Ασκησης 4(α).

(ϐʹ) Ξέρουµε ότι

ϕxy(τ) =
+∞∑

k=−∞
|Xk|2ej2πkf0τ (18)

οπότε εύκολα ϐρίσκουµε ότι

ϕxy(τ) = 4 +
16

π4

+∞∑
k=−∞

1

k4
ej2π100kτ (19)

(γʹ) Υπολογίζοντας τα Ϲητούµενα |Xk|2, παίρνουµε τα ϕάσµατα του Σχήµατος 4.

Σχήµα 4: Φάσµατα ΄Ασκησης 4(γ).


