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΄Ασκηση 1 - Μετασχηµατισµός Laplace και Ιδιότητες Ι

Σας δίνεται το Ϲεύγος µετασχ. Laplace

x(t)←→ 2s

s2 + 2
(1)

µε x(t) = 0, t < 0. Βρείτε τον µετασχ. Laplace των παρακάτω σηµάτων:

(αʹ) x(3t)

(ϐʹ) x(t− 2)

(γʹ) x(t) ∗ d

dt
x(t)

(δʹ) e−tx(t)

(εʹ) 2tx(t)

(ϛʹ)
∫ t

0
x(3u)du

Λύση:
Το X(s) έχει Rx : ℜ{s} > 0

αʹ)

x(3t)
L−→ 1

3
X
(s
3

)
=

1

3

2
3s(

s
3

)2
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=
2

9
· s
s2

9 + 2
(2)

µε ℜ{s} > 0.

ϐʹ)

x(t− 2)
L−→ X(s)e−2s =

2s

s2 + 2
e−2s,ℜ{s} > 0 (3)

γʹ)

x(t) ∗ d

dt
x(t)

L−→ X(s) · sX(s) = sX2(s) = s
( 2s

s2 + 2

)2
=

4s3

(s2 + 2)2
,ℜ{s} > 0 (4)

δʹ)

e−tx(t)
L−→ X(s+ 1) =

2(s+ 1)

(s+ 1)2 + 2
,ℜ{s} > −1 (5)

εʹ)

2tx(t)
L−→ −2 d

ds
X(s) = −4 d

ds
· s

s2 + 2
= −4s

2 + 2− 2s · s
(s2 + 2)2

(6)
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= −4s
2 + 2− 2s2
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΄Ασκηση 2 - Μετασχηµατισµός Laplace και Ιδιότητες ΙΙ

΄Εστω το σήµα y(t) που σχετίζεται µε δυο σήµατα x1(t) και x2(t) ως

y(t) = x1(t− 2) ∗ d

dt
x2(t− 1) (10)

µε

x1(t) = e−2tu(t) (11)

x2(t) = e−3tu(t) (12)

Χρησιµοποιήστε γνωστά Ϲεύγη και ιδιότητες του µετασχ. Laplace για να ϐρείτε το µετασχ. Laplace Y (s) του σήµατος
y(t). Μην ξεχάσετε το πεδίο σύγκλισης !

Λύση:
Είναι

y(t) = x1(t− 2) ∗ d

dt
x2(t− 1)←→ Y (s) = X1(s)e

−2ssX2(s)e
−s = sX1(s)X2(s)e

−3s (13)

= s
1

s+ 2

1

s+ 3
e−3s =

s

(s+ 2)(s+ 3)
e−3s (14)

µε {ℜ{s} > −2} ∩ {ℜ{s} > −3} = {ℜ{s} > −2}.

΄Ασκηση 3 - Μετασχηµατισµός Laplace και Ιδιότητες - ΙΙΙ

΄Εστω ότι για ένα σήµα x(t) µας δίνονται οι παρακάτω πληροφορίες :

� είναι πραγµατικό και άρτιο

� ο µετασχ. Laplace του, X(s), έχει τέσσερις πόλους και κανένα µηδενικό στο s−επίπεδο.

� ο µετασχ. Laplace του, X(s), έχει έναν εκ των πόλων του στο s = (1/2)ejπ/4.

� ισχύει ∫ +∞

−∞
x(t)dt = 4

Βρείτε το µετασχηµατισµό X(s) και το πεδίο σύγκλισής του.

Λύση:
Αφού x(t) ∈ ℜ και x(t) = x(−t) συνεπάγεται ότι X(s) = X∗(s∗) = X(−s). ΄Αρα για τον πόλο 1

2e
jπ/4 ϑα έχουµε

υποχρεωτικά και τους πόλους 1
2e

−jπ/4, −1
2e

jπ/4, −1
2e

−jπ/4. ΄Αρα

X(s) =
A

(s− 1
2e

−jπ/4)(s− 1
2e

jπ/4)(s+ 1
2e

−jπ/4)(s+ 1
2e

jπ/4)
(15)
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Από τη σχέση ∫ +∞

−∞
x(t)dt =

∫ +∞

−∞
x(t)e−stdt

∣∣∣
s=0

= X(0) = 4 (16)

Οπότε ϑέτοντας s = 0 στη Σχέση (15), παίρνουµε A = 1/4. Μετά από πράξεις

X(s) =
4

16s4 + 1
(17)

Τα πιθανά πεδία σύγκλισης είναι τα σ > ℜ{12e
jπ/4} =

√
2
4 , σ < ℜ{−1

2e
jπ/4} = −

√
2
4 , και −

√
2
4 < σ <

√
2
4 . Εφ΄όσον

είναι άρτιο, είναι αµφίπλευρο, και άρα το πεδίο σύγκλισης ϑα είναι

RX =

{
−
√
2

4
< σ <

√
2

4

}
(18)

΄Ασκηση 4 - Μετασχηµατισµός Laplace και Ιδιότητες - IV

Υπολογίστε το µετασχηµατισµό Laplace του σήµατος x(t) (το γνωστό τριγωνικό παλµό) που ϕαίνεται στο Σχήµα 1, µε
δυο τρόπους :

0 T

A

t

 x(t)

-T

Σχήµα 1: Σήµα x(t) ΄Ασκησης 4.

(αʹ) µε τον ορισµό. ∆ίνεται ότι
∫

testdt =
est

s

(
t− 1

s

)
(ϐʹ) µε χρήση ιδιοτήτων (όποιες νοµίζετε εσείς κατάλληλες).

Ποιό είναι το πεδίο σύγκλισης του µετασχηµατισµού ;

Λύση:

αʹ) Είναι

X(s) =

∫ +∞

−∞
x(t)e−stdt =

∫ 0

−T

(A
T
t+A

)
e−stdt+

∫ T

0

(
− A

T
t+A

)
e−stdt (19)

=

∫ 0

−T

A

T
te−stdt+

∫ 0

−T
Ae−stdt−

∫ T

0

A

T
te−st +

∫ T

0
e−stdt = (20)

=
A

T
· e

−st

−s

(
t+

1

s

)]0
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− A

s
e−st

]0
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T
· e
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s
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s
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0
= (21)
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= −A

T
· 1
s2

+
A

T
· e

sT

s

(1
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)
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s
+

A

s
esT +

A
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· e

−sT

s

(
T +

1

s

)
− A

T
· 1
s2
− A

s
e−sT +

A

s
= (22)

= − A

Ts2
+

A

Ts2
esT − A

s
esT +

A

s
esT +

A

s
e−sT +

A

Ts2
e−sT − A

Ts2
− A

s
e−sT = (23)

=
A

Ts2
(esT + e−sT )− 2A

Ts2
=

A

T

(esT − e−sT − 2

s2

)
(24)

ϐʹ) ∆είτε το Σχήµα 2.

Σχήµα 2: Σχήµατα ΄Ασκησης 4.

Το d2x(t)
dt2

γράφεται ως :
d2x(t)

dt2
=

A

T
δ(t+ T )− 2A

T
δ(t) +

A

T
δ(t− T ) (25)

και έχει M.L.

L
{d2x(t)

dt2

}
=

A

T
esT − 2A

T
+

A

T
e−sT

και από την ιδιότητα της παραγώγισης, έχουµε:

L
{d2x(t)

dt2

}
=

A

T
(esT + e−sT − 2) = s2X(s)⇐⇒ (26)

⇐⇒ X(s) =
A

T
· e

sT + e−sT − 2

s2
(27)

Το πεδίο σύγκλισης είναι όλο το s-επίπεδο, γιατί το σήµα είναι πεπερασµένης διάρκειας.


