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΄Ασκηση 1 - Μετασχηµατισµός Laplace

(αʹ) ΄Εστω το διάγραµµα πόλων-µηδενικών µιας ϱητής συνάρτησης µεταφοράς H(s). Πόσα πιθανά πεδία σύγκλισης
υπάρχουν ;

Σχήµα 1: Σχήµα ΄Ασκησης 1.

(ϐʹ) Ποιά από αυτά αντιστοιχούν σε

i. αιτιατό

ii. ευσταθές

iii. µη αιτιατό (ή αµφίπλευρης κρουστικής απόκρισης)

iv. αντι-αιτιατό

σύστηµα ;

(γʹ) Αν ορίσουµε το αντίστροφο σύστηµα ως το σύστηµα

Hinv =
1

H(s)
, RH ∩RHinv ̸= ∅ (1)

δηλ. το σύστηµα που έχει πόλους τα µηδενικά του H(s) και µηδενικά τους πόλους του H(s), τότε είναι το
αντίστροφο σύστηµα Hinv(s) µοναδικό, όταν το H(s) αντιστοιχεί σε ευσταθές και αιτιατό σύστηµα ;

Λύση:

αʹ) Υπάρχουν δυο πιθανά πεδία σύγκλισης, σ > −1 και σ < −1, αφού οι δυο πόλοι είναι συζυγείς και έχουν το ίδιο
πραγµατικό µέρος.

ϐʹ) i. Για να είναι το σύστηµα αιτιατό ϑα πρέπει να έχει ¨δεξιόπλευρο¨ πεδίο σύγκλισης. ΄Αρα σ > −1.
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ii. Για να είναι το σύστηµα ευσταθές ϑα πρέπει το πεδίο σύγκλισης να περιλαµβάνει το ϕανταστικό άξονα. ΄Αρα
σ > −1.

iii. ∆εν υπάρχει πεδίο σύγκλισης που να αντιστοιχεί σε µη αιτιατό σύστηµα, γιατί µόνο ¨λωριδοειδή¨ πεδία
σύγκλισης δίνουν κρουστική απόκριση µη αιτιατή.

iv. Για να είναι το σύστηµα αντι-αιτιατό, ϑα πρέπει το πεδίο σύγκλισης να είναι ¨αριστερόπλευρο¨. ΄Αρα σ < −1.

γʹ) Για ευσταθές και αιτιατό σύστηµα είδαµε ότι σ > −1. Το αντίστροφο σύστηµα ϑα έχει πόλους στις ϑέσεις s = 1,
σ = −2. Χρειάζεται να επιλέξουµε πεδίο σύγκλισης τέτοιο ώστε

RH ∩RHinv ̸= ∅ (2)

΄Εχουµε επιλογές σ > 1, σ < −2, −2 < σ < 1 για το αντίστροφο σύστηµα. Παρατηρούµε ότι για δυο από αυτά,
τα σ > 1, −2 < σ < 1 έχουν µη κενή τοµή µε το αρχικό σύστηµα. ΄Αρα το αντίστοφο σύστηµα δεν είναι µοναδικό.

΄Ασκηση 2 - Μετασχηµατισµός Laplace ΙΙ

΄Εστω η συνάρτηση µεταφοράς

H(s) =
−s2 − s− 2

s2 + 2s+ 2
(3)

ενός ΓΧΑ συστήµατος, µε σ > −1. Βρείτε την κρουστική απόκριση h(t), καθώς και µια διαφορική εξίσωση που
περιγράφει το παραπάνω σύστηµα.

Λύση:
∆εν µπορούµε να κάνουµε ανάπτυγµα σε µερικά κλάσµατα γιατί ο ϐαθµός του πολυωνύµου του αριθµητή δεν είναι
γνήσια µικρότερος του παρονοµαστή. Θα πρέπει να διαιρέσουµε τα πολυώνυµα. Η διαίρεση ϑα µας δώσει

H(s) = −1 + s

s2 + 2s+ 2
= −1 + s

(s− (−1 + j))(s− (−1− j))
= −1 + A

s+ 1− j
+

B

s+ 1 + j
(4)

µε

A =
1

2
(1 + j) =

√
2

2
ejπ/4 (5)

B =

√
2

2
e−jπ/4 (6)

και άρα

H(s) = −1 +
√
2

2
ejπ/4

1

s+ 1− j
+

√
2

2
e−jπ/4 1

s+ 1 + j
(7)

και αφού σ > −1, στο πεδίο του χρόνου ϑα έχουµε

h(t) = −δ(t) +
√
2

2
ejπ/4e(−1+j)tu(t) +

√
2

2
e−jπ/4e(−1−j)tu(t) (8)

= −δ(t) +
√
2

2
ejπ/4e−tejtu(t) +

√
2

2
e−jπ/4e−te−jtu(t) (9)

= −δ(t) +
√
2

2
ej(t+π/4)e−tu(t) +

√
2

2
e−j(t+jπ/4)e−tu(t) (10)

= −δ(t) +
√
2e−t cos

(
t+

π

4

)
u(t) (11)

Μια διαφορική εξίσωση που περιγράφει το σύστηµα ϑα είναι

H(s) =
−s2 − s− 2

s2 + 2s+ 2
=

Y (s)

X(s)
⇐⇒ (s2 + 2s+ 2)Y (s) = (−s2 − s− 2)X(s) (12)
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και γυρίζοντας στο πεδίο του χρόνου, ϑα έχουµε

d2

dt2
y(t) + 2

d

dt
y(t) + 2y(t) = − d2

dt2
x(t)− d

dt
x(t)− 2x(t) (13)

Μια εναλλακτική λύση είναι η εξής : µετά τη διαίρεση πήραµε

H(s) = −1 + s

s2 + 2s+ 2
(14)

Αν δούµε το τυπολόγιο µε τα έτοιµα Ϲεύγη µετασχ. Laplace ϑα δούµε τα Ϲεύγη

e−at cos(2πf0t)u(t)←→
s+ a

(s+ a)2 + (2πf0)2
, σ > −a (15)

e−at sin(2πf0t)u(t)←→
2πf0

(s+ a)2 + (2πf0)2
, σ > −a (16)

τα οποία µπορούµε να εφαρµόσουµε στο κλάσµα που έχουµε ως δεύτερο όρο. Συµπληρώνοντας το τετράγωνο στον
παρονοµαστή και τον όρο που λείπει στον αριθµητή,

H(s) = −1 + s+ 1− 1

s2 + 2s+ 1 + 1
= −1 + s+ 1

s2 + 2s+ 1 + 1
− 1

s2 + 2s+ 1 + 1
(17)

δηλ.

H(s) = −1 + s+ 1

(s+ 1)2 + 12
− 1

(s+ 1)2 + 12
, σ > −1 (18)

και από τα παραπάνω Ϲεύγη,

h(t) = −δ(t) + e−t cos(t)u(t)− e−t sin(t)u(t) = −δ(t) + e−t (cos(t)− sin(t))u(t) (19)

΄Ασκηση 3 - Μετασχηµατισµός Laplace ΙΙΙ

΄Εστω το ΓΧΑ σύστηµα που περιγράφεται από τη συνάρτηση µεταφοράς

H(s) =
s2 − 2s+ 2

s2 + 2s− 3
(20)

Βρείτε την κρουστική απόκριση για κάθε πιθανό πεδίο σύγκλισης, χαρακτηρίστε την µε ϐάση την ευστάθεια και την
πλευρικότητα, και γράψτε µια διαφορική εξίσωση που τα περιγράφει.

Λύση:
Παρατηρούµε ότι ο ϐαθµός του πολυωνύµου του αριθµητή είναι ίσος µε του παρονοµαστή, άρα πρέπει να διαιρέσουµε
τα πολυώνυµα πριν τα αναπτύξουµε σε µερικά κλάσµατα. ∆ιαιρώντας, παίρνουµε

H(s) = 1 +
A

s+ 3
+

B

s− 1
(21)

µε τα A,B να δίνονται από τους γνωστούς τύπους ως A = −17/4, B = 1/4. ΄Αρα

H(s) = 1− 17

4

1

s+ 3
+

1

4

1

s− 1
(22)

µε πιθανά πεδία σύγκλισης τα

� σ > 1

� σ < −3
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� −3 < σ < 1

Από τις ιδιότητες των πεδίων σύγκλισης, αναµένουµε ότι

� η κρουστική απόκριση ϑα είναι δεξιόπλευρο σήµα και ασταθές, αφού δεν περιλαµβάνει τον ϕανταστικό άξονα

� η κρουστική απόκριση ϑα είναι αριστερόπλευρο σήµα και ασταθές, αφού δεν περιλαµβάνει τον ϕανταστικό
άξονα

� η κρουστική απόκριση ϑα είναι αµφίπλευρο σήµα και ευσταθές, αφού περιλαµβάνει το ϕανταστικό άξονα

αντίστοιχα. Με ϐάση τα πεδία σύγκλισης, η κρουστική απόκριση ϑα είναι

�

h(t) = δ(t)− 17

4
e−3tu(t) +

1

4
etu(t) (23)

�

h(t) = δ(t) +
17

4
e−3tu(−t)− 1

4
etu(−t) (24)

�

h(t) = δ(t)− 17

4
e−3tu(t)− 1

4
etu(−t) (25)

αντίστοιχα.

Τέλος, από τη συνάρτηση µεταφοράς έχουµε

s2 − 2s+ 2

s2 + 2s− 3
=

Y (s)

X(s)
(26)

Y (s)(s2 + 2s− 3) = X(s)(s2 − 2s+ 2) (27)

s2Y (s) + 2sY (s)− 3Y (s) = s2X(s)− 2sX(s) + 2X(s) (28)

και από την ιδιότητα της παραγώγισης, επιστρέφουµε στο χρόνο

d2

dt2
y(t) + 2

d

dt
y(t)− 3y(t) =

d2

dt2
x(t)− 2

d

dt
x(t) + 2x(t) (29)

Σηµείωση: Στις ϱητές συναρτήσεις µεταφοράς, η πλευρικότητα ταυτίζεται µε την αιτιατότητα, δηλ. µια συνάρτηση
µεταφοράς µε πεδίο σύγκλισης σ > σ0, οδηγεί σε αιτιατή κρουστικη άπόκριση (κι όχι απλά δεξιόπλευρη), ενώ µια
συνάρτηση µεταφοράς µε πεδίο σύγκλισης σ < σ0 οδηγεί σε µια αντι-αιτιατή κρουστική απόκριση (και όχι απλά
αριστερόπλευρη). Τέλος, η αµφιπλευρικότητα ταυτίζεται µε τη µη-αιτιατότητα.


