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΄Εκτο Φροντιστήριο

΄Ασκηση 1

΄Εστω τα σήµατα

x(t) =

{
1, 1

2 < t < 3
2

0, αλλού
(1)

y(t) =

{
1− 2t, 0 < t < 1
0, αλλού

(2)

Βρείτε τη συνάρτηση ετεροσυσχέτισης ϕyx(τ) και τη συνάρτηση ετεροσυσχέτισης ϕxy(τ), χρησιµοποιώντας για τη δεύτερη
ελάχιστες πράξεις.

Λύση:
Ζητείται η ετεροσυσχέτιση

ϕyx(τ) =

∫ +∞

−∞
y(t)x(t+ τ)dt (3)

άρα ϑα µετατοπίσουµε το x(t). ∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις του Σχήµατος 1. ΄Εχουµε αντίστοιχα

i. Είναι
ϕyx(τ) = 0, για

3

2
− τ < 0 =⇒ τ >

3

2
(4)

ii. Είναι

ϕyx(τ) =

∫ 3/2−τ

0
1 · (1− 2t)dt = −3

4
+ 2τ − τ2 (5)

για 1
2 − τ < 0 και 3

2 − τ > 0, δηλ. 1
2 < τ < 3

2 .

iii. Είναι

ϕyx(τ) =

∫ 1

1/2−τ
1 · (1− 2t)dt = −1

4
+ τ2 (6)

για 3
2 − τ > 1 και 1

2 − τ < 1, δηλ. −1
2 < τ < 1

2 .

iv. Είναι
ϕyx(τ) = 0, για

1

2
− τ > 1 =⇒ τ < −1

2
(7)

΄Αρα συνολικά

ϕyx((τ) =


0, τ < −1

2 , τ > 3
2

τ2 − 1
4 , −1

2 < τ < 1
2

−3
4 + 2τ − τ2, 1

2 < τ < 3
2

(8)

Η ετεροσυσχέτιση ϕxy(τ) µπορεί να υπολογιστεί εύκολα ως

ϕxy(τ) = ϕyx(−τ) (9)

και άρα

ϕyx((τ) =


0, τ > 1

2 , τ < −3
2

τ2 − 1
4 , −1

2 < τ < 1
2

−3
4 − 2τ − τ2, −3

2 < τ < −1
2

(10)
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Σχήµα 1: Σχήµα ΄Ασκησης 1.

΄Ασκηση 2

΄Εστω η διαφασµατική πυκνότητα ενέργειας

Φxy(f) = sinc(f)
1

1 + j2πf
(11)

Βρείτε την ετεροσυσχέτιση ϕxy(τ).
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Λύση:
Ξέρουµε ότι

Φxy(f) = X∗(f)Y (f) = F{ϕxy(τ)} (12)

΄Αρα

ϕxy(τ) = F−1 {Φxy(f)} = F−1

{
sinc(f)

1

1 + j2πf

}
(13)

= F−1{sinc(f)} ∗ F−1

{
1

1 + j2πf

}
(14)

= rect(τ) ∗ e−τu(τ) (15)

∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις του Σχήµατος 1. ΄Εχουµε αντίστοιχα

1

2

1

2

1

t

1

t

1

t

(i)

(ii)

(iii)

1

2

1

2

1

2

1

2

Σχήµα 2: Σχήµα ΄Ασκησης 2.

i. Είναι
ϕxy(τ) = 0, τ +

1

2
< 0 =⇒ τ < −1

2
(16)

ii. Είναι

ϕxy(τ) =

∫ τ+1/2

0
1 · e−tdt = 1− e−(τ+ 1

2
) (17)

για τ + 1
2 > 0 και τ − 1

2 < 0, δηλ. −1
2 < τ < 1

2 .

iii. Είναι

ϕxy(τ) =

∫ τ+ 1
2

τ− 1
2

1 · e−tdt = e−(τ− 1
2
) − e−(τ+ 1

2
) (18)

για τ − 1
2 > 0 =⇒ τ > 1

2 .
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΄Αρα συνολικά

ϕxy(τ) =


0, τ < −1

2

1− e−(τ+ 1
2
), −1

2 < τ < 1
2

e−(τ− 1
2
) − e−(τ+ 1

2
), τ > 1

2

(19)

΄Ασκηση 3

΄Εστω τα σήµατα

x(t) = e−2tu(t) (20)
y(t) = etu(−t) (21)

(αʹ) Υπολογίστε την αυτοσυσχέτιση του σήµατος x(t).

(ϐʹ) Υπολογίστε τη ϕασµατική πυκνότητα ενέργειας του σήµατος y(t).

(γʹ) Υπολογίστε την ετεροσυσχέτιση ϕxy(τ).

(δʹ) Υπολογίστε τη διαφασµατική πυκνότητα ενέργειας Φxy(f).

Λύση:

(αʹ) Είναι
ϕx(τ) = F−1{Φx(f)} (22)

µε

Φx(f) = |X(f)|2 =
∣∣∣ 1

2 + j2πf

∣∣∣2 = 1

4 + 4π2f2
(23)

Από γνωστά Ϲεύγη

e−a|t| ←→ 2a

a2 + 4π2f2
(24)

οπότε για a = 2,

e−2|t| ←→ 4

4 + 4π2f2
(25)

άρα ϑέλουµε το Ϲεύγος
1

4
e−2|t| ←→ 1

4 + 4π2f2
(26)

Οπότε τελικά

ϕx(τ) = F−1

{
1

4 + 4π2f2

}
=

1

4
e−2|τ | =

1

4
(e2τu(−τ) + e−2τu(τ)) (27)

(ϐʹ) Είναι

Φy(f) = F{ϕy(τ)} = |Y (f)|2 = 1

1 + 4π2f2
(28)

(γʹ) Είναι

ϕxy(τ) =

∫ +∞

−∞
x(t)y(t+ τ)dt =

∫ +∞

−∞
e−2tu(t)et+τu(−t− τ)dt (29)

Είναι
u(t)u(−t− τ) = 1, 0 < t < −τ (30)

άρα

ϕxy(τ) = eτ
∫ −τ

0
e−tdt = eτ − e2τ (31)

για −τ > 0 =⇒ τ < 0. Οπότε
ϕxy(τ) = (eτ − e2τ )u(−τ) (32)
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(δʹ) Είναι

Φxy(f) = F{ϕxy(τ)} =
1

1− j2πf
− 1

2− j2πf
(33)

από έτοιµους πίνακες. ΄Αρα

Φxy(f) =
1

(1− j2πf)(2− j2πf)
(34)

΄Ασκηση 4

΄Εστω το περιοδικό σήµα x(t) µε περίοδο T0 που περιγράφεται σε µια περίοδο ως

x(t, T0) =

{
A, |t| < T0

4

0, T0 > |t| > T0
4

(35)

Βρείτε την αυτοσυσχέτιση και τη ϕασµατική πυκνότητα ισχύος του περιοδικού σήµατος.

Λύση:
Αποµονώνουµε µια περίοδο T0 του περιοδικού σήµατος, η οποία περιγράφεται παραπάνω στην εκφώνηση και πιο συνο-
πτικά γράφεται ως

x(t, T0) = Arect

(
t
T0
2

)
(36)

µε µετασχ. Fourier

X(f, T0) = A
T0

2
sinc

(
fT0

2

)
(37)

Η ϕασµατική πυκνότητα ενέργειας της περιόδου αυτής είναι

Φx(f, T0) = |X(f, T0)|2 = A2T
2
0

4
sinc2

(
fT0

2

)
(38)

Το περιοδικό σήµα x(t) γράφεται σε σειρά Fourier ως

x(t) =

+∞∑
k=−∞

Xke
j2πkf0t (39)

Η ϕασµατική πυκνότητα ισχύος του παραπάνω σήµατος ξέρουµε ότι γράφεται ως

ϕx(τ) =

+∞∑
k=−∞

|Xk|2ej2πkf0τ (40)

Οι συντελεστές |Xk|2 µπορούν να ϐρεθούν ως

|Xk|2 =
1

T 2
0

Φx(f, T0)
∣∣∣
f=k/T0

=
A2

4
sinc2

(
k

2

)
(41)

΄Αρα

ϕx(τ) =
+∞∑

k=−∞

A2

4
sinc2

(
k

2

)
ej2πkf0τ (42)

Για τη ϕασµατική πυκνότητα ισχύος του περιοδικού σήµατος έχουµε

Φx(f) = F{ϕx(τ)} =
+∞∑

k=−∞

A2

4
sinc2

(
k

2

)
δ(f − kf0) (43)
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αφού για οποιοδήποτε περιοδικό σήµα µε ϑεµελιώδη συχνότητα f0 που αναπτύσσεται σε σειρά Fourier µε συντελεστές
Zk ξέρουµε ότι ο µετασχ. Fourier του είναι

+∞∑
k=−∞

Zkδ(f − kf0) (44)

Σηµείωση: Αν ϑέλαµε να δούµε σε ποιό σήµα στο χρόνο αντιστοιχεί η αυτοσυσχέτιση ϕx(τ) που ϐρήκαµε - καθώς τη
ϐρήκαµε στη µορφή µιας σειράς Fourier και όχι σε µια αναλυτική µορφή - τότε ϑέλουµε να µάθουµε ποιό περιοδικό
σήµα έχει συντελεστές Fourier

A2

4
sinc2

(
k

2

)
Αυτό όµως είναι δύσκολο εν γένει. ΄Οµως ξέρουµε ότι η περιοδική αυτοσυσχέτιση µπορεί να περιγραφεί µε την αυτοσυ-
σχέτιση µιας περιόδου του περιοδικού σήµατος ως

ϕx(τ) =
1

T0
ϕx(τ, T0) ∗

+∞∑
k=−∞

δ(τ − kT0)

΄Αρα αρκεί να ϐρούµε την αυτοσυσχέτιση µιας περιόδου του περιοδικού σήµατός µας, που είναι

ϕx(τ, T0) = F−1{Φx(f, T0)} =
A2

2
tri

(
τ
T0
2

)

Οπότε

ϕx(τ) =
1

T0

A2

2
tri

(
τ
T0
2

)
∗

+∞∑
k=−∞

δ(τ − kT0) =
A2

2T0

+∞∑
k=−∞

tri

(
τ − kT0

T0
2

)
΄Αρα η περιοδική αυτοσυσχέτιση του περιοδικού σήµατος που περιγράφεται στην εκφώνηση είναι µια σειρά από τριγωνι-
κούς παλµούς διάρκειας T0, πλάτους A2/2T0, που ϐρίσκονται σε απόσταση T0 ανά δυο µεταξύ τους.


