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΄Ασκηση 1 - Μετασχ. Fourier και Ιδιότητες - Ι

Βρείτε µια έκφραση για τα παρακάτω σήµατα χωρίς να περιλαµβάνεται η πράξη της συνέλιξης :

x1(t) = sinc(at− b1) ∗ sinc(at− b2), a, b1, b2 ∈ R, a ̸= 0 (1)
x2(t) = sinc(at) ∗ sinc(bt), a, b > 0 (2)

x3(t) = e−tu(t) ∗ e−t−1u(t− 1) (3)

Λύση:

(αʹ) Είναι
Arect(t/T )←→ AT sinc(fT ) (4)

και από ιδιότητα δυικότητας
AT sinc(Tt)←→ Arect(f/T ) (5)

΄Εστω
w(t) = sinc(t)←→W (f) = rect(f) (6)

Το πρώτο δοθέν σήµα z1(t) µπορεί να γραφεί ως

y(t) = w(t− b1) (7)

και
z1(t) = y(at) (8)

Στο χώρο του Fourier
Y (f) = W (f)e−j2πfb1 (9)

και

Z1(f) =
1

|a|
Y

(
f

a

)
(10)

και άρα

Z1(f) =
1

|a|
W

(
f

a

)
e−j2π f

a
b1 =

1

|a|
rect

(
f

a

)
e−j2π f

a
b1 (11)

΄Οµοια για το δεύτερο δοθέν σήµα z2(t),

Z2(f) =
1

|a|
W

(
f

a

)
e−j2π f

a
b2 (12)

΄Ετσι από την ιδιότητα της συνέλιξης στο χρόνο

X1(f) = Z1(f)Z2(f) =
1

|a|2
rect

(
f

a

)
rect

(
f

a

)
e−j2π f

a
(b1+b2) =

1

|a|2
rect

(
f

a

)
e−j2π f

a
(b1+b2) (13)

Γυρίζοντας πίσω στο χρόνο

x1(t) =
1

|a|
sinc(at− (b1 + b2)) (14)
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(ϐʹ) ΄Οµοια µε το προηγούµενο ερώτηµα

Z1(f) =
1

a
rect

(
f

a

)
(15)

και

Z2(f) =
1

b
rect

(
f

b

)
(16)

΄Αρα

X2(f) = Z1(f)Z2(f) =
1

ab
rect

(
f

a

)
rect

(
f

b

)
(17)

Το γινόµενο των δυο τετραγωνικών παλµών εξαρτάται από τη διάρκειά τους.

� Αν a > b τότε

rect

(
f

a

)
rect

(
f

b

)
= rect

(
f

b

)
(18)

άρα

X2(f) =
1

ab
rect

(
f

b

)
(19)

οπότε γυρνώντας πίσω στο χρόνο

x2(t) =
1

a
sinc(bt) (20)

� Αν b > a τότε

rect

(
f

a

)
rect

(
f

b

)
= rect

(
f

a

)
(21)

άρα

X2(f) =
1

ab
rect

(
f

a

)
(22)

οπότε γυρνώντας πίσω στο χρόνο

x2(t) =
1

b
sinc(at) (23)

΄Ετσι τελικά

x2(t) =

{
1
asinc(bt), a > b
1
b sinc(at), b > a

(24)

(γʹ) Είναι
X3(f) = F{e−tu(t)}F{e−(t+1)u(t− 1)} (25)

Γνωρίζουµε ότι

e−tu(t)←→ 1

1 + j2πf
(26)

και από την ιδιότητα της χρονικής µετατόπισης

e−(t−1)u(t− 1)←→ 1

1 + j2πf
e−j2πf (27)

΄Οµως

e−(t+1)u(t− 1) = e−2e−(t−1)u(t− 1)←→ e−2 1

1 + j2πf
e−j2πf (28)

΄Αρα

X3(f) =
1

1 + j2πf
e−2 1

1 + j2πf
e−j2πf = e−2 1

(1 + j2πf)2
e−j2πf (29)

Από πίνακες µετασχηµατισµών έχουµε

te−tu(t)←→ 1

(1 + j2πf)2
(30)
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οπότε από το Ϲεύγος αυτό και την ιδιότητα της χρονικής µετατόπισης

x3(t) = e−2(t− 1)e−(t−1)u(t− 1) (31)

΄Ασκηση 2 - Φάσµατα Πλάτους και Φάσης

Για κάθε Ϲεύγος ϕάσµατος πλάτους και ϕάσης παρακάτω, ϐρείτε το σήµα στο χρόνο που έχει µετασχ. Fourier µε τα
δοθέντα ϕάσµατα.

(αʹ) |X(f)| = 1, ∠X(f) = 2πf

(ϐʹ) |X(f)| = rect

(
f

3

)
, ∠X(f) = 10πf

Λύση:

(αʹ) Αφού |X(f)| = 1, ∠X(f) = 2πf , µπορούµε να γράψουµε

X(f) = |X(f)|ej∠X(f) = 1ej2πf ←→ x(t) = δ(t+ 1) (32)

(ϐʹ) Αφού |X(f)| = rect

(
f

3

)
, ∠X(f) = 10πf , µπορούµε να γράψουµε

X(f) = |X(f)|ej∠X(f) = rect

(
f

3

)
ej2π5f = rect

(
f

3

)
ej2π

f
3
15 ←→ x(t) = 3sinc(3t+15) = 3sinc(3(t+5)) (33)

΄Ασκηση 3 - Μετασχ. Fourier και Ιδιότητες ΙΙ

Υπολογίστε την ενέργεια του σήµατος
g(t) = 200sinc(200t) (34)

Λύση:
Θα εχουµε

E =

∫ +∞

−∞
g2(t)dt =

∫ +∞

−∞
|G(f)|2df (35)

από το ϑεώρηµα του Parseval. ΄Αρα, από το γνωστό πλέον Ϲεύγος

T sinc(Tt)←→ rect

(
f

T

)
(36)

ϑα είναι

E =

∫ +∞

−∞

∣∣∣∣rect( f

200

)∣∣∣∣2 df =

∫ 100

−100
df = f

∣∣∣100
−100

= 200 (37)

΄Ασκηση 5 - ΄Εξοδος ΓΧΑ συστήµατος για περιοδική είσοδο

(αʹ) Αν σε ένα ΓΧΑ σύστηµα µε απόκριση συχνότητας

H(f) = j2πf (38)

εµφανιστεί η είσοδος

x(t) = 1 +
1

4
cos(2t) +

1

9
sin(3t) (39)

τότε ποιά ϑα είναι η έξοδος του συστήµατος ; Περιγράψτε µε λόγια τι κάνει το σύστηµα σε µια οποιαδήποτε είσοδο
του παρουσιαστεί και εξηγήστε πως καταλήξατε σε αυτήν την περιγραφή.
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(ϐʹ) Αν ένα ΓΧΑ σύστηµα περιγράφεται από την απόκριση συχνότητας

H(f) =
j2πf − 1

4π2f2 + 4
(40)

τότε ϐρείτε µια διαφορική εξίσωση που να περιγράφει το σύστηµα αυτό.

Λύση:

(αʹ) Αν σε ένα ΓΧΑ σύστηµα µε απόκριση συχνότητας

H(f) = j2πf (41)

Η περιοδική είσοδος

x(t) = 1 +
1

4
cos(2t) +

1

9
sin(3t) (42)

ϑα δώσει έξοδο

y(t) = 1 ·H(0) +
1

4

∣∣∣∣H (
1

π

)∣∣∣∣ cos(2t+ ∠H

(
1

π

))
+

1

9

∣∣∣∣H (
3

2π

)∣∣∣∣ sin(3t+ ∠H

(
3

2π

))
(43)

Θα είναι

H(0) = 0 (44)

H

(
1

π

)
= 2j = 2ejπ/2 =⇒

∣∣∣∣H (
1

π

)∣∣∣∣ = 2, ∠H

(
1

π

)
=

π

2
(45)

H

(
3

2π

)
= 3j = 3jπ/2 =⇒

∣∣∣∣H (
3

2π

)∣∣∣∣ = 3, ∠H

(
3

2π

)
=

π

2
(46)

΄Αρα

y(t) = 1 · 0 + 2

4
cos

(
2t+

π

2

)
+

3

9
sin

(
3t+

π

2

)
= −1

2
sin(2t) +

1

3
cos(3t) (47)

Παρατηρούµε ότι η έξοδος είναι η παράγωγος της εισόδου. ΄Αρα το σύστηµα παραγωγίζει όποια είσοδο του
εµφανιστεί. Αυτό επιβεβαιώνεται και από τη µορφή της απόκρισης σε συχνότητα, γιατί

H(f) =
Y (f)

X(f)
= j2πf ⇐⇒ Y (f) = X(f)j2πf ←→ y(t) =

d

dt
x(t) (48)

Λύσεις µε χρήση µετασχ. Fourier και ϑεώρηµα συνέλιξης αντί της παραπάνω λύσης ϑεωρούνται σωστές.

(ϐʹ) Η απόκριση συχνότητας γράφεται

H(f) =
j2πf − 1

4π2f2 + 4
=

j2πf − 1

−(j2πf)2 + 4
(49)

και άρα

H(f) =
Y (f)

X(f)
=

j2πf − 1

−(j2πf)2 + 4
⇐⇒ Y (f)(−(j2πf)2 + 4) = X(f)(j2πf − 1) (50)

και γυρίζοντας πίσω στο χρόνο

− d2

dt2
y(t) + 4y(t) =

d

dt
x(t)− x(t) (51)
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΄Ασκηση 6 - Μετασχ. Fourier και Περιοδικά Σήµατα

Στην προηγούµενη σειρά ασκήσεων, σας Ϲητήθηκε να ϐρείτε τους συντελεστές της σειράς Fourier του περιοδικού
σήµατος µε περίοδο T0 = 3 του Σχήµατος 1.

Σχήµα 1: Περιοδικό σήµα ΄Ασκησης 6.

΄Οποιο τρόπο και να επιλέξατε στη λύση, σίγουρα ϑα σας πήρε αρκετό χρόνο. Μπορείτε να ϐρείτε τους συντελε-
στές Xk, ϑεωρώντας µια περίοδο του περιοδικού σήµατος και εκµεταλλευόµενοι/ες τη ϑεωρία Fourier για περιοδικά
σήµατα ; Η απάντηση δε ϑα είναι περισσότερο από 5− 6 γραµµές (συνολικά) αν επιλέξετε να διασπάσετε κατ΄ ευθείαν
το σήµα x(t) σε ένα άθροισµα κατάλληλου τετραγωνικού και τριγωνικού παλµού.

Λύση:
Μια περίοδος του περιοδικού σήµατος µπορεί να γραφεί ως

xT0(t) = 2rect

(
t

2

)
− tri(t) (52)

και στο χώρο του Fourier
XT0(f) = 4sinc(2f)− sinc2(f) (53)

Μπορούµε να ϐρούµε τους συντελεστές του περιοδικού, µε περίοδο T0 = 3, σήµατος ως

Xk =
1

T0
XT0

(
k

T0

)
=

4

3
sinc

(
2k

3

)
− 1

3
sinc2

(
k

3

)
(54)


