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΄Ασκηση 1 - ∆ιαφορικές Εξισώσεις Ι

Λύστε την οµογενή εξίσωση

d2

dt2
y(t)− 2

d

dt
y(t) + 2y(t) = 0 (1)

µε αρχικές συνθήκες y(0−) = 1, y′(0−) = −1.

Λύση:

Η λύση της οµογενούς εξίσωσης αντιστοιχεί στην περίφηµη απόκριση µηδενικής εισόδου, yzi(t).

Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο ϑα είναι της µορφής

λ2 − 2λ+ 2 (2)

µε ϱίζες

λ1,2 =
2±

√
4− 4 · 1 · 2
2

= 1± j (3)

΄Αρα η απόκριση µηδενικής εισόδου ϑα είναι

yzi(t) = c1e
(1+j)t + c2e

(1−j)t, t > 0 (4)

µε παράγωγο

d

dt
yzi(t) = (1 + j)c1e

(1+j)t + (1− j)c2e
(1−j)t, t > 0 (5)

Από τις αρχικές συνθήκες παίρνουµε

yzi(0
−) = 1 ⇐⇒ c1 + c2 = 1 (6)

και

y′zi(0
−) = −1 ⇐⇒ (1 + j)c1 + (1− j)c2 = −1 (7)

Λύνοντας το σύστηµα παίρνουµε

c1 =
1

2
+ j (8)

c2 =
1

2
− j (9)

΄Ετσι

yzi(t) =

(
1

2
+ j

)
e(1+j)t +

(
1

2
− j

)
e(1−j)t, t > 0 (10)

Η απάντηση αυτή ϑεωρείται πλήρης αλλά ας δούµε πως µπορούµε να την κάνουµε πιο κοµψή. Οι συντελεστες c1, c2
είναι µιγαδικοό αριθµοί και γράφονται σε πολική µορφή ως

z1 =
1

2
+ j = |z1|ejϕ (11)
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µε

|z1| =
√
(1/2)2 + 12 =

√
5

2
(12)

ϕ = tan−1 1

1/2
= tan−1(2) = 63.4◦ (13)

Οι δυο συντελεστές c1, c2 είναι συζυγείς µιγαδικοί, άρα ο z2 =
1
2 − j = z∗1 , και έχει το ίδιο µέτρο και αντίθετη ϕάση µε

αυτές που ϐρήκαµε για τον z1. ΄Αρα

yzi(t) =

√
5

2
ej63.4

◦
etejt +

√
5

2
e−j63.4◦ete−jt, t > 0 (14)

=

√
5

2
et
(
ej(t+63.4◦) + e−j(t+63.4◦)

)
, t > 0 (15)

=

√
5

2
et2 cos(t+ 63.4◦), t > 0 (16)

=
√
5et cos(t+ 63.4◦), t > 0 (17)

΄Ασκηση 2 - ∆ιαφορικές Εξισώσεις ΙΙ

Υπολογίστε την κρουστική απόκριση του συστήµατος που περιγράφεται από τη διαφορική εξίσωση

S :
d2

dt2
y(t) + 6

d

dt
y(t) + 8y(t) = x(t) +

d

dt
x(t) (18)

Λύση:

Θεωρούµε το απλούστερο σύστηµα S0

S0 :
d2

dt2
y(t) + 6

d

dt
y(t) + 8y(t) = x(t) (19)

για το οποίο ϑεωρούµε ότι περιγράφεται από την κρουστική απόκριση h0(t) και ¨ψευδο¨-αρχικές συνθήκες

h(0+) = 0 (20)

h′(0+) = 1 (21)

Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο ϑα είναι το

λ2 + 6λ+ 8 (22)

µε ϱίζες

λ1 = −2, λ2 = −4 (23)

Η κρουστική απόκριση του συστήµατος S0 είναι

h0(t) = c1e
−2t + c2e

−4t, t > 0 (24)

µε παράγωγο

h′0(t) = −2c1e
−2t − 4c2e

−4t, t > 0 (25)

Από τις ¨ψευδο¨-αρχικές συνθήκες παίρνουµε

h0(0
+) = c1 + c2 = 0 (26)

h′0(0
+) = −2c1 − 4c2 = 1 (27)

και λύνοντάς το έχουµε

c1 =
1

2
, c2 = −1

2
(28)
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΄Αρα

h0(t) =

(
1

2
e−2t − 1

2
e−4t

)
u(t) (29)

Επιστρέφοντας στο σύστηµα S, η κρουστική του απόκριση ϑα είναι

h(t) = h0(t) +
d

dt
h0(t) (30)

και άρα

h(t) =

(
1

2
e−2t − 1

2
e−4t

)
u(t) +

d

dt

(
1

2
e−2t − 1

2
e−4t

)
u(t) (31)

=

(
1

2
e−2t − 1

2
e−4t

)
u(t) +

(
1

2
e−2t − 1

2
e−4t

)′
u(t) +

(
1

2
e−2t − 1

2
e−4t

)
u′(t) (32)

=

(
1

2
e−2t − 1

2
e−4t

)
u(t)− e−2tu(t) + 2e−4tu(t) +

1

2
e−2tδ(t)− 1

2
e−4tδ(t) (33)

Επειδή

f(t)δ(t) = f(0)δ(t) (34)

τελικά

h(t) =
1

2
e−2tu(t)− 1

2
e−4tu(t)− e−2tu(t) + 2e−4tu(t) +

1

2
δ(t)− 1

2
δ(t) (35)

= −1

2
e−2tu(t) +

3

2
e−4tu(t) (36)

=

(
−1

2
e−2t +

3

2
e−4t

)
u(t) (37)


