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Ασκηση 1 - Σειρά Fourier Ι

΄Εστω το περιοδικό σήµα x(t) = | sin(πt)|.

(αʹ) Σχεδιάστε µερικές περιόδους του και ϐρείτε τη ϐασική του περίοδο T0.

(ϐʹ) Υπολογίστε αναλυτικά την εκθετική Σειρά Fourier του χρησιµοποιώντας τις σχέσεις του Euler.

(γʹ) Σχεδιάστε το ϕάσµα πλάτους και το ϕάσµα ϕάσης χρησιµοποιώντας µόνο τα k = ±4,±3,±2,±1, 0.

Λύση:

(αʹ) Προφανώς από το Σχήµα 1, η περίοδός του είναι T0 = 1 s.

Σχήµα 1: Περιοδικό σήµα άσκησης 1.

(ϐʹ) Είναι

X0 =
1

T0

∫
T0

x(t)dt =

∫ 1

0
sin(πt)dt = − 1

π
cos(πt)

]1
0
=

2

π
(1)

Xk =
1

T0

∫
T0

x(t)e−j2πkf0tdt =

∫ 1

0
sin(πt)e−j2πktdt (2)

=

∫ 1

0

1

2j
ejπte−j2πktdt−

∫ 1

0

1

2j
e−jπte−j2πktdt (3)

=
1

2j

(∫ 1

0
ejπte−j2πktdt−

∫ 1

0
e−jπte−j2πktdt

)
(4)

=
1

2j

(∫ 1

0
e−j(2πk−π)tdt−

∫ 1

0
e−j(2πk+π)tdt

)
(5)

=
1

2j

(∫ 1

0
e−j(π(2k−1))tdt−

∫ 1

0
e−j(π(2k+1))tdt

)
(6)

=
1

2j

( 1

−jπ(2k − 1)
e−j(π(2k−1))t

]1
0
− 1

−jπ(2k + 1)
e−j(π(2k+1))t

]1
0

)
(7)

=
1

−j22π(2k − 1)

(
e−j(π(2k−1)) − 1

)
− 1

−j22π(2k + 1)

(
e−j(π(2k+1)) − 1

)
(8)

=
1

2π(2k − 1)

(
e−j(π(2k−1)) − 1

)
− 1

2π(2k + 1)

(
e−j(π(2k+1)) − 1

)
(9)
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=
1

2π(2k − 1)

(
(e−jπ)2k−1 − 1

)
− 1

2π(2k + 1)

(
(e−jπ)2k+1 − 1

)
(10)

Ο αριθµός 2k ± 1 είναι περιττός για κάθε k ∈ Z. ΄Ετσι

Xk =
1

2π(2k − 1)

(
(e−jπ)2k−1 − 1

)
− 1

2π(2k + 1)

(
(e−jπ)2k+1 − 1

)
(11)

=
1

2π(2k − 1)

(
(−1)2k−1 − 1

)
− 1

2π(2k + 1)

(
(−1)2k+1 − 1

)
(12)

=
1

2π(2k − 1)

(
− 1− 1

)
− 1

2π(2k + 1)

(
− 1− 1

)
(13)

=
−2

2π(2k − 1)
− −2

2π(2k + 1)
=

1

π(2k + 1)
− 1

π(2k − 1)
(14)

=
2πk − 1− 2πk − 1

π(2k − 1)(2k + 1)
=

−2
π((2k)2 − 1)

(15)

=
2

π(1− 4k2)
(16)

(γʹ) Η σχεδίαση µπορεί να γίνει υπολογίζοντας πρώτα τα Xk για k > 0 και ϐρίσκοντας το µέτρο και τη ϕάση τους,
ϑα σχεδιάσουµε το ϕάσµα πλάτους και ϕάσης για k > 0. Στη συνέχεια λόγω συµµετρίας (το σήµα x(t) είναι
πραγµατικό, άρα ϑα έχει άρτιο και περιττό ϕάσµα πλάτους και ϕάσης, αντίστοιχα), µπορούµε να σχεδιάσουµε τα
ϕάσµατα για k < 0. Οπότε για k > 0

Xk =
2

π(1− 4k2)
= − 2

π(4k2 − 1)
=

2

π(4k2 − 1)
ejπ (17)

και άρα

|Xk| =
2

π(4k2 − 1)
(18)

ϕk = π (19)

για k > 0, ενώ για k = 0, X0 =
2
π . Τα ϕάσµατα ϕαίνονται στο Σχήµα 2.

Σχήµα 2: Φάσµατα άσκησης 1.
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Ασκηση 2 - Σειρά Fourier ΙΙ

΄Εστω το περιοδικό σήµα x(t) µε περίοδο T0 = 2, που σε µια περίοδό του εκφράζεται ως

xT0(t) =
t2

2
, −T0

2
< t <

T0

2
(20)

(αʹ) ∆εδοµένου ότι ένας αναλυτικός υπολογισµός είναι χρονοβόρος, υπολογίστε αναλυτικά την εκθετική Σειρά Fourier
του µέσω της ιδιότητας της παραγώγισης - ολοκλήρωσης και γνωστές Σειρές Fourier που έχετε διδαχθεί στο µάθηµα.
Μια σχεδίαση τόσο του x(t) όσο και της παραγώγου του, dx(t)/dt, ϑα σας ϐοηθήσει πολύ.

(ϐʹ) Σχεδιάστε το ϕάσµα πλάτους και το ϕάσµα ϕάσης χρησιµοποιώντας µόνο τα k = ±4,±3,±2,±1, 0.

Λύση:

(αʹ) Η παράγωγος του σήµατος x(t) ϕαίνεται στο Σχήµα 3. Αυτό το σήµα είναι γνωστό σήµα από τις σηµειώσεις και έχει

Σχήµα 3: Παράγωγος σήµατος άσκησης 2.

συντελεστές Fourier

Xd
k =

1

πk
(−1)kejπ/2 (21)

Οι συντελεστές του αρχικού σήµατος δίνονται από την ιδιότητα της ολοκλήρωσης, και είναι

Xk =
1

j2πkf0
Xd

k =
1

j2πkf0

1

πk
(−1)kejπ/2 (22)

=
1

j2πk 1
2

1

πk
(−1)kejπ/2 = 1

jπ2k2
(−1)ejπ/2 (23)

= e−jπ/2 1

π2k2
(−1)kejπ/2 = 1

π2k2
(−1)k (24)

κι επίσης

X0 =
1

T0

∫
T0

x(t)dt =
1

2

∫ 1

−1

t2

2
dt =

1

4

t3

3

∣∣∣1
−1

=
1

4

2

3
=

1

6
(25)

(ϐʹ) Η σχεδίαση µπορεί να γίνει υπολογίζοντας πρώτα τα Xk για k > 0 και ϐρίσκοντας το µέτρο και τη ϕάση τους,
ϑα σχεδιάσουµε το ϕάσµα πλάτους και ϕάσης για k > 0. Στη συνέχεια λόγω συµµετρίας (το σήµα x(t) είναι
πραγµατικό, άρα ϑα έχει άρτιο και περιττό ϕάσµα πλάτους και ϕάσης, αντίστοιχα), µπορούµε να σχεδιάσουµε τα
ϕάσµατα για k < 0. Οπότε για k > 0

Xk =
1

π2k2
(−1)k =


1

π2k2
, k άρτια

− 1

π2k2
, k περιττά

=


1

π2k2
, k άρτια

1

π2k2
ejπ, k περιττά

(26)
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και άρα

|Xk| =
1

π2k2
(27)

ϕk = π (28)

για k > 0. Τα ϕάσµατα ϕαίνονται στο Σχήµα 4.

Σχήµα 4: Φάσµατα άσκησης 2.

Ασκηση 3 - Σειρές Fourier ΙΙΙ

Θεωρήστε τα Ϲεύγη ϕάσµατος πλάτους και ϕάσης του Σχήµατος 5, µε |Xk| το ϕάσµα πλάτους και arg{Xk} το ϕάσµα
ϕάσης, ενώ ο οριζόντιος άξονας και των δυο συµβολίζει το δείκτη k των συντελεστών Xk. ΄Εστω ότι οι περίοδοι για τα

Σχήµα 5: Φάσµατα πλάτους και ϕάσης ΄Ασκησης 3.

δυο σήµατα είναι T (a)
0 = 2 και T (b)

0 = 1. Βρείτε τις Σειρές Fourier στο πεδίο του χρόνου στις οποίες αντιστοιχούν1.
1Μη σας απασχολεί ότι η ϕάση του (b) δε ϐρίσκεται στο (−π, π] όπως γνωρίζουµε.
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Λύση:

(αʹ) Για τα ϕάσµατα (α) έχουµε

x(t) = 2e−jπ/4e−j2π4 1
2
t + 1ejπ/4e−j2π3 1

2
t + 1e−jπ/4ej2π3

1
2
t + 2ejπ/4ej2π4

1
2
t (29)

= 4 cos
(
2π2t+

π

4

)
+ 2 cos

(
2π

3

2
t− π

4

)
(30)

(ϐʹ) Για τα ϕάσµατα (ϐ) έχουµε ότι |Xk| = 1 και ϕk = −2πk, για −4 ≤ k ≤ 4. Οπότε, γνωρίζοντας ότι

N2∑
k=N1

ak =
aN1 − aN2+1

1− a
(31)

ϑα έχουµε

x(t) =
4∑

k=−4

Xke
j2πkf0t =

4∑
k=−4

e−j2πkej2πkt =
4∑

k=−4

ej(2πk(t−1)) (32)

=
e−j8π(t−1) − ej10π(t−1)

1− ej2π(t−1)
=

e−j8πt − ej10πt

1− ej2πt
(33)

=
ejπt

ejπt
e−j9πt − ej9πt

e−jπt − ejπt
=
−2j sin(9πt)
−2j sin(πt)

(34)

=
sin(9πt)

sin(πt)
(35)

Ασκηση 4 - Σειρές Fourier - Ιδιότητες Ι

΄Εστω ότι για ένα περιοδικό σήµα x(t) µας δίνονται οι παρακάτω πληροφορίες :

� είναι πραγµατικό και περιττό

� έχει περιόδο T0 = 2 και συντελεστές Fourier Xk

� ισχύει Xk = 0 για |k| > 1

� ισχύει
1

2

∫ 2

0
|x(t)|2dt = 1

Βρείτε δυο σήµατα που ικανοποιούν τις παραπάνω προδιαγραφές.

Λύση:
Αφού το σήµα είναι πραγµατικό (Xk = X∗

k ) και έχει συντελεστές Xk µόνο για |k| ≤ 1, ϑα είναι της µορφής

x(t) = X∗
1e

−j2π 1
2
t +X0 +X1e

j2π 1
2
t (36)

Επιπλέον, αφού είναι περιττό, τότε οι συντελεστές Xk ϑα είναι καθαρά ϕανταστικοί αριθµοί, δηλ.

Xk ∈ ℑ (37)

Θα είναι λοιπόν της µορφής Xk = jb(k), µε b(k) ∈ ℜ. Λόγω της σχέσης X−k = X∗
k έχουµε jb(−k) = −jb(k) ⇐⇒

X−k = −Xk, δηλ.
Xk = −X−k (38)
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Από την παραπάνω σχέση παίρνουµε ότι X0 = 0. Από τη σχέση του ολοκληρώµατος - που αποτελεί το ϑεώρηµα του
Parseval - ϑα έχουµε

1

2

∫ 2

0
|x(t)|2dt = 1⇐⇒

1∑
k=−1

|Xk|2 = 1⇐⇒ 2|X1|2 + |X0|2 = 1 (39)

⇐⇒ 2|X1|2 = 1 (40)

⇐⇒ |X1| =
1√
2

(41)

⇐⇒ X1 = ±j
1√
2

(42)

(43)

΄Ετσι, αν X1 = j 1√
2
, τότε −X−1 = X1 = j 1√

2
, και αν X1 = −j 1√

2
, τότε −X−1 = X1 = −j 1√

2
. Τα δυο σήµατα που

ικανοποιούν τα παραπάνω είναι τα

x1(t) =
1

j
√
2
ejπt − 1

j
√
2
e−jπt =

√
2 sin(πt) (44)

x2(t) = −
1

j
√
2
ejπt +

1

j
√
2
e−jπt = −

√
2 sin(πt) (45)

Ασκηση 5 - Σειρές Fourier - Ιδιότητες ΙΙ

΄Εστω ένα περιοδικό σήµα µε συντελεστές Fourier

Xk =

{
2, k = 0

j
(
1
2

)|k|
, k ̸= 0

(46)

Χρησιµοποιήστε ιδιοτητες για να αποφανθειτε για τα παρακάτω:

(αʹ) Είναι το περιοδικό σήµα x(t) πραγµατικό ;

(ϐʹ) Είναι το περιοδικό σήµα x(t) συζυγώς συµµετρικό ; (δηλ. ισχύει x(t) = x∗(−t);)

(γʹ) Είναι το περιοδικό σήµα dx(t)/dt συζυγώς συµµετρικό ; (δηλ. ισχύει x′(t) = x′∗(−t);)

Λύση:

(αʹ) Για να είναι πραγµατικό, ϑα πρέπει Xk = X∗
−k, οπότε

X∗
−k =

{
2, k = 0(
j
(
1
2

)|−k|)∗
, k ̸= 0

=

{
2, k = 0

−j
(
1
2

)|k|
, k ̸= 0

̸= Xk (47)

και άρα δεν είναι πραγµατικό.

(ϐʹ) Για να είναι συζυγώς συµµετρικό, ϑα πρέπει να ‘‘µεταφράσουµε’’ τη σχέση αυτή στο χώρο των συντελεστών Fourier,
δηλ.

x(t) = x∗(−t)←→ Xk = X∗
k (48)

από τον πίνακα µε τις ιδιότητες. Η παραπάνω σχέση σηµαίνει ότι οι συντελεστές Fourier είναι πραγµατικοί αριθµοί.
Ξεκάθαρα δεν είναι, οπότε το σήµα δεν είναι συζυγώς συµµετρικό.
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(γʹ) Για να είναι το dx(t)/dt συζυγώς συµµετρικό, ϑα πρέπει να ‘‘µεταφράσουµε’’ τη σχέση αυτή στο χώρο των συντελεστών
Fourier. Αν Xd

k είναι οι συντελεστές της παραγώγου του σήµατος, τότε

Xd
k = Xd∗

k (49)

ακριβώς όπως πριν. Ξανά, αυτό σηµαίνει ότι οι συντελεστές Fourier της παραγώγου του σήµατος είναι πραγµατικοί
αριθµοί. ΄Αρα

Xd
k =

{
j4πkf0, k = 0

j2πkf0j
(
1
2

)|k|
, k ̸= 0

=

{
0, k = 0

−2πkf0
(
1
2

)|k|
, k ̸= 0

(50)

που είναι πραγµατικοί αριθµοί. ΄Αρα η παράγωγος είναι συζυγώς συµµετρικό σήµα.

Ασκηση 6 - Σειρές Fourier - Ιδιότητες ΙΙΙ

Υπολογίστε το άθροισµα
+∞∑

k=−∞

sin2(kπ/8)

k2
(51)

αν γνωρίζετε ότι

x(t) =

{
1, |t| ≤ tc
0, tc < |t| ≤ T0/2

←→ Xk =
sin(2πkf0tc)

πk
, X0 =

2tc
T0

(52)

Λύση:
Από το ϑεώρηµα του Parseval, ϑα έχουµε

+∞∑
k=−∞

|Xk|2 =
+∞∑

k=−∞

sin2(2πkf0tc)

π2k2
=

1

T0

∫
T0

x2(t)dt (53)

Για tc =
T0
16 , έχουµε (σχεδόν) το Ϲητούµενο άθροισµα. Από την τελευταία σχέση ϑα έχουµε

1

T0

∫
T0

x2(t)dt =
1

T0

∫ tc

−tc

12dt =
1

T0
t
∣∣∣T0/16

−T0/16
=

1

8
(54)

δηλ.
+∞∑

k=−∞

sin2(πk/8)

π2k2
=

1

8
(55)

Οπότε για αυτήν την τιµή του tc έχουµε
+∞∑

k=−∞

sin2(πk/8)

k2
=

π2

8
(56)

Ασκηση 7 - Συντελεστές Fourier Ι

Ενα σήµα µε περίοδο T0 λέγεται ότι έχει ‘‘συµµετρία µισού κύµατος ’’ αν ικανοποιεί τη σχέση

x(t) = −x
(
t− T0

2

)
(57)

Αυτό σηµαίνει ότι το µισό της µιας περιόδου του σήµατος ειναι το αρνητικό του άλλου µισού. ∆είξτε ότι οι συντελε-
στές Σειράς Fourier που αντιστοιχούν στους άρτιους συντελεστές X2k, είναι µηδέν για τα σήµατα µε µισού-κύµατος
συµµετρία.
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Λύση:
΄Εχουµε

X2k =
1

T0

∫ T0

0
x(t)e−j2π(2k)f0tdt =

1

T0

∫ T0/2

0
x(t)e−j2π(2k)f0tdt+

1

T0

∫ T0

T0/2
−x(t− T0/2)e

−j2π(2k)f0tdt (58)

=
1

T0

∫ T0/2

0
x(t)e−j2π(2k)f0tdt− 1

T0

∫ T0/2

0
x(u)e−j2π(2k)f0(u+T0/2)du (59)

=
1

T0

∫ T0/2

0
x(t)e−j2π(2k)f0tdt− 1

T0

∫ T0/2

0
x(u)e−j2π(2k)f0ue−j2π(2k)f0T0/2du (60)

=
1

T0

∫ T0/2

0
x(t)e−j2π(2k)f0tdt− 1

T0

∫ T0/2

0
x(u)e−j2π(2k)f0ue−j2πkdu (61)

=
1

T0

∫ T0/2

0
x(t)e−j2π(2k)f0tdt− 1

T0

∫ T0/2

0
x(u)e−j2π(2k)f0udu (62)

= 0 (63)

Ασκηση 8 - Σειρές Fourier - Ιδιότητες IV

΄Εστω το περιοδικό σήµα x(t) που σε µια περίοδό του γράφεται ως

x(t) = t2, −π < t < π (64)

Αποδείξτε ότι
+∞∑
k=1

1

k4
=

π4

90
(65)

Λύση:
Για το σήµα της εκφώνησης έχουµε

Px =
1

2π

∫ π

−π
t4dt =

1

2π

t5

5

∣∣∣π
−π

=
1

2π

2π5

5
=

π4

5
(66)

Από το ϑεώρηµα του Parseval ϑα έχουµε

|X0|2 +
+∞∑

k=−∞,k ̸=0

|Xk|2 =
π4

5
(67)

και

X0 =
1

2π

∫ π

−π
t2dt =

1

2π

t3

3

∣∣∣π
−π

=
1

2π

2π3

3
=

π2

3
(68)

ενώ για τους συντελεστές του περιοδικού σήµατος, παρατηρούµε ότι αν το παραγωγίσουµε παίρνουµε το σήµα

d

dt
x(t) = 2t, −π < t < π (69)

του οποίου γνωρίζουµε τους συντελεστές Fourier ως

Xd
k =

2π

πk
(−1)kejπ/2 = 2

k
(−1)kejπ/2, ∀k (70)

΄Αρα οι συντελεστές του αρχικού σήµατος ϑα είναι

Xk =
1

j2πkf0
Xd

k =
1

j2πkf0

2

k
(−1)kejπ/2 = 2

k2
(−1)k, ∀k (71)
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Οπότε

|X0|2 +
+∞∑

k=−∞,k ̸=0

|Xk|2 =
π4

5
(72)

π4

9
+

+∞∑
k=−∞,k ̸=0

|Xk|2 =
π4

5
(73)

+∞∑
k=−∞,k ̸=0

|Xk|2 =
π4

5
− π4

9
(74)

+∞∑
k=−∞,k ̸=0

4

k4
=

π4

5
− π4

9
(75)

Η ακολουθία 1/k4 είναι άρτια, οπότε

+∞∑
k=−∞,k ̸=0

4

k4
=

π4

5
− π4

9
(76)

2
+∞∑
k=1

4

k4
=

4π4

45
(77)

8

+∞∑
k=1

1

k4
=

4π4

45
(78)

+∞∑
k=1

1

k4
=

4π4

360
(79)

+∞∑
k=1

1

k4
=

π4

90
(80)

που είναι και το Ϲητούµενο.

Ασκηση 9 - Συντελεστές Fourier ΙΙ

∆είξτε ότι ένα µιγαδικό περιοδικό σήµα x(t) για το οποίο ισχύει x(t) = x(−t), ικανοποιείται η συνθήκη

Xk = X−k (81)

Λύση:
Θα είναι

X−k =
1

T0

∫
T0

x(t)e−j2π(−k)f0tdt =
1

T0

∫
T0

x(t)ej2πkf0tdt (82)

=
1

T0

∫
T0

x(−t)ej2πkf0tdt = 1

T0

∫ 0

−T0

x(u)ej2πkf0(−u)du (83)

=
1

T0

∫ 0

−T0

x(u)e−j2πkf0udu = Xk (84)

και άρα ισχύει το Ϲητούµενο.


