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΄Ασκηση 1 - Ηµίτονα Ι

(αʹ) Λύστε την παρακάτω εξίσωση ως προς το άγνωστο ηµίτονο
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Χρησιµοποιήστε το µιγαδικό χώρο για να απλοποιήσετε τη λύση της παραπάνω εξίσωσης. Χρησιµοποιήστε αριθµο-
µηχανή για τις πράξεις σας όπου απαιτείται.

(ϐʹ) Ελέγξτε αν το σήµα
x(t) = 2 cos(2π50t− π/2) +

√
3 sin(2π30t+ π/4)− sin(2π25t) (2)

είναι περιοδικό και ϐρείτε την περίοδό του, T0. Εξηγήστε επαρκώς τη µέθοδο λύσης σας. Τέλος, σχεδιάστε το ϕάσµα
πλάτους και το ϕάσµα ϕάσης του.

Λύση:

(αʹ) Είναι πολύ πιο εύκολο να µετατρέψουµε την εξίσωση σε όρους µιγαδικών συναρτήσεων που τα συνηµίτονα αποτε-
λούν το πραγµατικό µέρος τους. ΄Αρα

cos
(
2π

3

4
t− 5π

4

)
+A cos(2πf0t+ ϕ) = 2 cos

(
2π

3

4
(t+ 5)

)
+ 3 cos

(
2π

3

4
(t− 6)

)
(3)

A cos(2πf0t+ ϕ) = − cos
(
2π

3

4
t− 5π

4

)
+ 2 cos

(
2π

3

4
(t+ 5)

)
+ 3 cos

(
2π

3

4
(t− 6)

)
(4)

ℜ{Aejϕej2πf0t} = ℜ{2ej2π
3
4
tej2π

15
4 }+ ℜ{3ej2π

3
4
te−j2π 18

4 } − ℜ{ej2π
3
4
te−

5π
4 } (5)

= ℜ{2ej2π
3
4
tej2π

15
4 + 3ej2π

3
4
te−j2π 18

4 − ej2π
3
4
te−j 5π

4 } (6)

= ℜ{(2ej2π
15
4 + 3e−j2π 18

4 − e−j 5π
4 )ej2π

3
4
t} (7)

= ℜ{(a+ jb)ej2π
3
4
t} (8)

µε
a+ jb = −2.2929− j2.707 = 3.5476e−j0.72369π (9)

Οπότε
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και άρα

A = 3.5476 (11)
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(ϐʹ) Το σήµα
x(t) = 2 cos(2π50t− π/2) +

√
3 sin(2π30t+ π/4)− sin(2π25t) (14)
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είναι περιοδικό, αφού ο -ανά δυο- λόγος των συχνοτήτων (ή των περιόδων) των ηµιτόνων που το αποτελούν είναι
λόγος ακεραίων. Για να ϐρούµε την περίοδο, µπορούµε να ξεκινήσουµε από τη ϑεµελιώδη συχνότητα, ως

f0 = Μ.Κ.∆{50, 30, 25} = 5 Hz (15)

΄Αρα η περίοδός του είναι T0 = 1/f0 = 0.2 δευτερόλεπτα. Το ϕάσµα πλάτους και ϕάσης ϐρίσκεται αναπτύσσοντας
το σήµα µε τις σχέσεις του Euler ως
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όπου χρησιµοποιήσαµε τις σχέσεις
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Κάθε όρος της µορφής |A|ejθej2πf0t αντιστοιχίζεται στο ϕάσµα πλάτους µε µια γραµµή µε ύψος |A| πάνω από τη
συχνότητα f0 και στο ϕάσµα ϕάσης µε µια γραµµή µε ύψος θ πάνω από τη συχνότητα f0. Το ϕάσµα πλάτους και
ϕάσης ϕαίνεται στο Σχήµα 1.

Σχήµα 1: Φάσµατα ΄Ασκησης 1.
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΄Ασκηση 2 - Εξισώσεις

(αʹ) Λύστε την εξίσωση
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(ϐʹ) Χρησιµοποιώντας τις σχέσεις του Euler, δείξτε ότι∫ 2π
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Λύση:
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µε k ∈ Z, από τις ϐασικές εξισώσεις τριγωνοµετρίας.

(ϐʹ) Από τις ϐασικές σχέσεις του Euler, ισχύει∫ 2π
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΄Ασκηση 3 - Ενέργεια και Ισχύς

Στη ϑεωρία, στην προσπάθειά σας να ϐρείτε τη Σειρά Fourier εισάγατε την έννοια του εσωτερικού γινοµένου. Για
πραγµατικά σήµατα, το εσωτερικό γινόµενο ενός σήµατος µε τον εαυτό του ταυτίζεται µε την ενέργεια του:

Ex =< x(t), x(t) >=

∫ +∞

−∞
x2(t)dt (42)

Για σήµατα που η ενέργειά τους είναι άπειρη (και άρα δεν έχει νόηµα), έχουµε ορίσει τη µέση ισχύ τους, ως

Px = lim
T→+∞

1

2T

∫ T

−T
x2(t)dt (43)

Οι δυο αυτές µετρικές δίνουν µια αίσθηση για το ‘‘µέγεθος ’’ ενός σήµατος.
Σχεδιάστε και ελέγξτε τα παρακάτω σήµατα ως προς το αν είναι σήµατα ενέργειας ή ισχύος (ή τίποτε από τα δυο),

υπολογίζοντας τις δυο ποσότητες.

(αʹ) x(t) =


t, 0 ≤ t ≤ 1
2− t, 1 < t ≤ 2
0, αλλιώς

(ϐʹ) x(t) =

{
5 cos(πt), −1 ≤ t ≤ 1
0, αλλιώς

(γʹ) x(t) = 5 cos(πt) + sin(10πt), −∞ < t < +∞

(δʹ) x(t) = e2t, −∞ < t < +∞

(εʹ) x(t) = e2t, t ∈ [0, 2]

Λύση:

(αʹ) Είναι
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Αν υπολογίσετε την ισχύ του Px, αυτή ϑα προκύψει µηδενική.

(ϐʹ) Είναι
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Αν υπολογίσετε την ισχύ του, ϑα τη ϐρείτε µηδενική.

(γʹ) Ας υπολογίσουµε την ισχύ ενός γενικού ηµιτονοειδούς σήµατος.
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Ο πρώτος όρος ειναι ίσος µε A2/2. Επίσης, ο δεύτερος όρος µπορεί να δειχθεί εύκολα (,) ότι είναι µηδέν. ΄Αρα

Px =
A2

2
(51)

Μπορεί κανείς να δείξει ότι για ένα άθροισµα N ηµιτονοειδών διαφορετικών συχνοτήτων, ϑα έχουµε

Px =
N∑
k=1

A2
k

2
(52)

Οπότε στο Ϲητούµενο της άσκησης, είναι
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Φυσικά µια λιγότερο γενική λύση είναι επίσης σωστή. Αν υπολογίσετε την ενέργειά του, ϑα τη ϐρείτε άπειρη.

(δʹ) Στο σήµα x(t) = e2t, −∞ < t < +∞, τόσο η ενέργεια όσο και η ισχύς του δεν ορίζονται (άπειρες και οι δυο). ∆ηλ.
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ενώ επίσης
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µε τον πρώτο όρο να υπολογίζεται εύκολα µε τους κανόνες του De L’Hospital (µορφή ∞/∞) και τον δεύτερο όρο να
δίνει

lim
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=
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∞
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(εʹ) Ας υπολογίσουµε την ενέργεια του x(t) = e2t, t ∈ [0, 2]. Είναι

Ex =

∫ +∞

−∞
x2(t)dt =

∫ 2
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∣∣∣2
0
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Αν υπολογίσετε την ισχύ του, ϑα τη ϐρείτε µηδενική.

Οι γραφικές παραστάσεις ϕαίνονται στο Σχήµα 2.

΄Ασκηση 4 - Μετασχηµατισµοί Σηµάτων

΄Εστω ένα σήµα x(t) που έχει µη µηδενικές τιµές για t < −2 και t > 4, δηλ.

x(t) =

{
0, −2 ≤ t ≤ 4
f(t) ̸= 0, t < −2 και t > 4

(61)

Για κάθε ένα από τα παρακάτω σήµατα, ϐρείτε τις τιµές του t για τις οποίες το σήµα έχει σίγουρα µηδενικές τιµές.
(α) x(t− 3), (ϐ) x(t+ 4), (γ) x(−t), (δ) x(−t+ 2),
(ε) x(−t− 2), (στ) x(3t), (Ϲ) x(t/2)

Λύση:
Για κάθε περίπτωση ϑα είναι
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Σχήµα 2: Σχήµατα ΄Ασκησης 3.

(αʹ) Το σήµα x(t − 3) αποτελεί µια χρονική µετατόπιση του αρχικού σήµατος κατά t0 = 3 δεξιά. ΄Αρα το σήµα είναι
σίγουρα µηδενικό για 1 ≤ t ≤ 7.

(ϐʹ) Το σήµα x(t+ 4) αποτελεί µια χρονική µετατόπιση του αρχικού σήµατος κατά t0 = 4 αριστερά. ΄Αρα το σήµα είναι
σίγουρα µηδενικό για −6 ≤ t ≤ 0.

(γʹ) Το σήµα x(−t) αποτελεί µια ανάκλαση του αρχικού σήµατος ως προς τον κατακόρυφο άξονα. ΄Αρα το σήµα έχει
σίγουρα µηδενικές τιµές για −4 ≤ t ≤ 2.

(δʹ) Το σήµα x(−t+ 2) αποτελεί µια ανάκλαση του αρχικού σήµατος ως προς τον κατακόρυφο άξονα και στη συνέχεια
µια ολίσθηση προς τα δεξιά - λόγω της αντιστροφής του άξονα του χρόνου. ΄Αρα το σήµα έχει σίγουρα µηδενικές
τιµές για −2 ≤ t ≤ 4.

(εʹ) Το σήµα x(−t− 2) αποτελεί µια ανάκλαση του αρχικού σήµατος ως προς τον κατακόρυφο άξονα και στη συνέχεια
µια ολίσθηση προς τα αριστερά - λόγω της αντιστροφής του άξονα του χρόνου. ΄Αρα το σήµα έχει σίγουρα µηδενικές
τιµές για −6 ≤ t ≤ 0.

(ϛʹ) Το σήµα x(3t) αποτελεί µια χρονική στάθµιση (συµπίεση) του αρχικού σήµατος, κατά παράγοντα a = 3. ΄Αρα το
σήµα έχει σίγουρα µηδενικές τιµές για −2/3 ≤ t ≤ 4/3.

(Ϲʹ) Το σήµα x(t/2) αποτελεί µια χρονική στάθµιση (διαστολή) του αρχικού σήµατος, κατά παράγοντα a = 1/2. ΄Αρα το
σήµα έχει σίγουρα µηδενικές τιµές για −4 ≤ t ≤ 8.

Τα παραπάνω µπορείτε να τα ϐρείτε µε τον ορισµό που σας δίνεται, αντικαθιστώντας το t µε τους αντίστοιχους µετα-
σχηµατισµούς. Για παράδειγµα, για το (α),

x(t− 3) =

{
0, −2 ≤ t− 3 ≤ 4
f(t− 3), t− 3 < −2 και t− 3 > 4

=

{
0, 1 ≤ t ≤ 7
f(t− 3), t < 1 και t > 7

(62)

οπότε ϐλέπετε ότι πράγµατι το x(t − 3) είναι µια χρονική µετατόπιση του αρχικού σήµατος κατά t0 = 3 δεξιά. ΄Αρα το
σήµα είναι σίγουρα µηδενικό για 1 ≤ t ≤ 7. ΄Οµοια ακριβώς και για τα υπόλοιπα.
΄Οµως συνίσταται να µάθετε τους κανόνες που προκύπτουν από τους µετασχηµατισµούς της χρονικής µεταβλητής
χωρίς να χρειάζεται να εφαρµόζετε τον ορισµό κάθε ϕορά (τουλάχιστον για τις χρονικές µετατοπίσεις και αναστροφές -
η στάθµιση καµιά ϕορά χρειάζεται τον ορισµό). Αν δεν είστε 100% σίγουροι/ες όµως, ο αναλυτικός υπολογισµός µε
τον ορισµό όπως δείξαµε µόλις ϑα σας είναι χρήσιµος.


