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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΗ ΤΕΛΙΚΗ ΕΞΕΤΑΣΗ

Ρήτρα τελικού: 4.5/10.0

� ∆ιαθέσιµες µονάδες: 125 - Αριστα: 100

� Αιτιολογήστε ΠΛΗΡΩΣ όσα γράφετε. Απαντήσεις χωρίς δικαιολόγηση δε ϐαθµολογούνται.

� Η εξέταση διεξάγεται µε ανοιχτές σηµειώσεις πάσης ϕύσεως, πλην ηλεκτρονικών ϐοηθηµάτων.

Θέµα 1ο - 25 µονάδες: overview

(5 µ. έκαστο ερώτηµα) Σωστό ή Λαθος ; ∆ικαιολογήστε επαρκώς.

(i.) Το περιοδικό σήµα µε συντελεστές Fourier X1 = ejπ/2 και X−1 = −j, και Xk = 0, ∀k ∈ Z − {±1} είναι
πραγµατικό.

(ii.) Για το σήµα x(t) = 2 cos(2π200t− 5π/6) + 2 cos(2π450t− 7π/8) ισχύει ∢Xk < π/2, ∀k ∈ Z.

(iii.) Η κρουστική απόκριση h(t) = e−(t+2)u(t) περιγράφει ένα αιτιατό ΓΧΑ σύστηµα.

(iv.) Αν x(t) =
1

jπt
, τότε X(f) = F{x(t)} = −sgn(−f).

(v.) Για ένα ΓΧΑ σύστηµα µε µοναδικούς πόλους στο s = −1 και στο s = 2, υπάρχουν τέσσερα (4) δυνατά πεδία
σύγκλισης.

Λύση:

i. Σωστό. Ο συντελεστής X1 είναι ο συζυγής του X−1, κάτι που ισχύει µόνο για πραγµατικά σήµατα.

ii. Λάθος. Είναι ∢X4 = −5π/6, ∢X−4 = 5π/6 και ∢X9 = −7π/8, ∢X−9 = 7π/8, προφανώς οι ϑετικές τιµές
δεν είναι µικρότερα του π/2.

iii. Σωστό. Ισχύει h(t) = 0, t < 0, που είναι το κριτήριο αιτιατότητας.

iv. Λάθος. Είναι

x(t) = sgn(t)←→ X(f) =
1

jπf
(1)

και από δυικότητα

X(t) =
1

jπt
←→ x(−f) = sgn(−f) (2)

v. Λάθος. Υπάρχουν τρια πιθανά πεδία σύγκλισης : σ > 2, −1 < σ < 2, σ < −1.

Θέµα 2ο - 20 µονάδες: ο χώρος του µετασχ. Fourier και οι ιδιότητές του

΄Εστω ο µετασχ. Fourier X(f) του Σχήµατος 1.
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Σχήµα 1: Σχήµα Θέµατος 2.

(αʹ) (5 µ.) Υπολογίστε το σήµα στο χρόνο, x(t) = F−1{X(f)}.

(ϐʹ) (5 µ.) Υπολογίστε το µετασχ. Fourier του σήµατος y(t) = x(t) cos(2πf0t).

(γʹ) (5 µ.) Σχεδιάστε το σήµα Y (f) = F{y(t)} στο χώρο της συχνότητας.

(δʹ) (5 µ.) Ποιά είναι η ελάχιστη συχνότητα δειγµατοληψίας του σήµατος x(t) και ποιά του y(t);

Λύση:

(αʹ) Είναι

X(f) = tri

(
f − f0
B

)
+ tri

(
f + f0
B

)
, µε f0 ≫ 0 και 0 < B ≪ f0. (3)

Είναι
x(t) = F−1{X(f)} = Bsinc2(Bt)ej2πf0t +Bsinc2(Bt)e−j2πf0t = 2B cos(2πf0t)sinc

2(Bt) (4)

(ϐʹ) Θα είναι

Y (f) = F{y(t)} = F{x(t) cos(2πf0t)} = X(f)∗
(
1

2
δ(f − f0) +

1

2
δ(f + f0)

)
=

1

2
X(f−f0)+

1

2
X(f+f0) (5)

Σχήµα 2: Σχήµα του Y (f) Θέµατος 2.

(γʹ) Το σήµα ϕαίνεται στο Σχήµα 2.

(δʹ) Από τα σχήµατα ϐλέπουµε ότι fx
s = 2(f0 +B) και ότι f y

s = 2(2f0 +B).

Θέµα 3ο - 30 µονάδες: συστήµατα στο χώρο του µετασχ. Fourier

΄Εστω η απόκριση σε συχνότητα ενός ΓΧΑ συστήµατος

H(f) =
1

(j2πf)2 + 5j2πf + 6
(6)
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(αʹ) (15 µ.) Υπολογίστε την κρουστική απόκριση του συστήµατος.

(ϐʹ) (5 µ.) Είναι το σύστηµα ευσταθές ; Αιτιολογήστε.

(γʹ) (5 µ.) Βρείτε µια διαφορική εξίσωση που περιγράφει το παραπάνω σύστηµα.

(δʹ) (5 µ.) Αποδείξτε ότι
∫ +∞

−∞
h(t)dt =

1

6
.

Λύση:

(αʹ) Το σύστηµα έχει ϐαθµό πολυωνύµου του j2πf στον αριθµητή µικρότερο από τον αντίστοιχο στον παρονοµα-
στή, άρα µπορούµε να αναπτύξουµε σε µερικά κλάσµατα. ΄Ετσι

H(f) =
A

2 + j2πf
+

B

3 + j2πf
(7)

µε

A = H(f)(2 + j2πf)
∣∣∣
j2πf :=−2

= 1 (8)

B = H(f)(3 + j2πf)
∣∣∣
j2πf :=−3

= −1 (9)

Οπότε εν τέλει
H(f) =

1

2 + j2πf
− 1

3 + j2πf
(10)

και επιστρέφοντας στο χρόνο
h(t) = e−2tu(t)− e−3tu(t) (11)

(ϐʹ) Το σύστηµα είναι ευσταθές γιατί οι χαρακτηριστικές ϱίζες του συστήµατος είναι αρνητικές (−2, −3). Εναλλα-
κτικά, η συνάρτηση µεταφοράς του συστήµατος είναι

H(s) = L{e−2tu(t)− e−3tu(t)} = 1

s+ 2
− 1

s+ 3
=

1

(s+ 2)(s+ 3)
, RH = {σ > −2} (12)

που σηµαίνει ότι ο ϕανταστικός άξονας περιλαµβάνεται στο πεδίο σύγκλισης της συνάρτησης µεταφοράς και
άρα είναι ευσταθές το σύστηµα. Εναλλακτικά, η απόκριση σε συχνότητα του συστήµατος υπάρχει (µας δίνεται
στην εκφώνηση) και είναι ϱητή συνάρτηση του j2πf , άρα το σύστηµα είναι ευσταθές.

(γʹ) ΄Εχουµε

H(f) =
Y (f)

X(f)
⇐⇒ (j2πf)2Y (f) + 5(j2πf)Y (f) + 6Y (f) = X(f) (13)

και από την ιδιότητα της παραγώγισης επιστρέφουµε στο χρόνο

d2

dt2
y(t) + 5

d

dt
y(t) + 6y(t) = x(t) (14)

(δʹ) Είναι ∫ +∞

−∞
h(t)dt =

∫ +∞

−∞
h(t)e−j2πftdt

∣∣∣
f=0

= H(0) =
1

2
− 1

3
=

1

6
(15)
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Θέµα 4ο - 25 µονάδες: συσχετίσεις και ϕασµατικές πυκνότητες

Το σήµα

x(t) = tri

(
t− 2

2

)
(16)

περνά από ένα ΓΧΑ σύστηµα µε κρουστική απόκριση h(t) = sinc(2t). Υπολογίστε (12.5 µ.) και σχεδιάστε (12.5

µ.) τη ϕασµατική πυκνότητα ενέργειας της εξόδου, Φy(f).

Λύση:
Το σήµα x(t) είναι σήµα ενέργειας µε µετασχ. Fourier ως

X(f) = 2sinc2(2f)e−j2π2f (17)

Η ϕασµατική πυκνότητα ενέργειας της εισόδου ϑα είναι

Φx(f) = |X(f)|2 = 4sinc4(2f) (18)

Το σύστηµα έχει απόκριση σε συχνότητα

H(f) =
1

2
rect

(
f

2

)
(19)

δηλ. είναι ένα χαµηλοπερατό ϕίλτρο µε πλάτος 0.5 και συχνότητα αποκοπής fc = 1 Hz. Αρα στην έξοδο ϑα
περάσουν µόνο οι συχνότητες που ανήκουν στο διάστηµα (−1, 1). Ξέρουµε ότι η ϕασµατική πυκνότητα ενέργειας
της εξόδου ϑα είναι

Φy(f) = |H(f)|2Φx(f) =
1

4
rect

(
f

2

)
· 4sinc4(2f) = rect

(
f

2

)
sinc4(2f) (20)

Τα σηµεία µηδενισµού του sinc4(2f) είναι ίδια µε του sinc(2f), τα οποία γνωρίζουµε, και ϐρίσκονται στις ϑέσεις
fk =

k
2
, k ∈ Z−{0}. ΄Αρα το ϕίλτρο H(f) ϑα κόβει το σήµα sinc4(2f) στο δεύτερο σηµείο µηδενισµού εκατέρωθεν

του f = 0, όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 3(α). Οπότε η παραπάνω ϕασµατική πυκνότητα ϑα είναι της µορφής του
Σχήµατος 3(ϐ).

Σχήµα 3: Σχήµα Θέµατος 4.

Σηµείωση: οι πλευρικοί λοβοί είναι σηµαντικά χαµηλότεροι σε πλάτος απ΄ ό,τι ϕαίνεται στο σχήµα, στο οποίο
χάριν σχεδίασης και κατανόησης ϕαίνονται πολύ µεγαλύτεροι.

Θέµα 5ο - 25 µονάδες: συστήµατα και µετασχ. Laplace

΄Εστω το αιτιατό ΓΧΑ σύστηµα που περιγράφεται από το διάγραµµα πόλων-µηδενικών του Σχήµατος 4.
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Σχήµα 4: ∆ιάγραµµα πόλων-µηδενικών Θέµατος 5.

(αʹ) (2.5 µ.) Ποιό είναι το πεδίο σύγκλισης του συστήµατος ;

(ϐʹ) (7.5 µ.) Αν γνωρίζετε ότι H(0) = −1, ϐρείτε τη συνάρτηση µεταφοράς H(s) του συστήµατος.

(γʹ) (5 µ.) Μπορείτε να υπολογίσετε την απόκριση σε συχνότητα H(f) από την παραπάνω συνάρτηση µεταφοράς ;
Αν ναι, ϐρείτε τη. Αν όχι, γιατί ; Εξηγήστε σε κάθε περίπτωση.

(δʹ) (5 µ.) Υπάρχει ευσταθές και αιτιατό αντίστροφο σύστηµα, Hinv(s), για το παραπάνω σύστηµα ;

(εʹ) (5 µ.) Αν η ευστάθεια δε µας ενδιαφέρει, υπάρχει αιτιατό αντίστροφο σύστηµα, Hinv(s), για το παραπάνω
σύστηµα ; Θυµηθείτε ότι ‘‘# πόλων = # µηδενικών’’ σε οποιαδήποτε ϱητή συνάρτηση µεταφοράς.

Λύση:

(αʹ) Το πεδίο σύγκλισης ϑα είναι υποχρεωτικά το σ > −1, ως αιτιατό σύστηµα (δεξιόπλευρο πεδίο σύγκλισης).

(ϐʹ) Θα έχουµε

H(s) = A
s− 1

(s+ 1)(s+ 3)
(21)

από το διάγραµµα, και επειδή H(0) = −1, παίρνουµε A = 3. Οπότε

H(s) = 3
s− 1

(s+ 1)(s+ 3)
, σ > −1 (22)

(γʹ) Ναι, µπορεί να υπολογιστεί η απόκριση συχνότητας αφού ο ϕανταστικός άξονας σ = 0 περιλαµβάνεται στο
πεδίο σύγκλισης. Θα είναι

H(f) = H(s)
∣∣∣
s=j2πf

= 3
j2πf − 1

(j2πf + 1)(j2πf + 3)
(23)

(δʹ) Για να υπάρχει ευσταθές και αιτιατό αντίστροφο σύστηµα πρέπει όλοι οι πόλοι και όλα τα µηδενικά του
αρχικού συστήµατος να ϐρίσκονται στο αριστερό µιγαδικό ηµιεπίπεδο. Αυτό δεν ισχύει στην περίπτωσή µας,
άρα δεν υπάρχει τέτοιο σύστηµα.

(εʹ) Στο αντίστροφο σύστηµα, οι πόλοι γίνονται µηδενικά και τα µηδενικά πόλοι. ΄Αρα ϑα έχουµε πόλους στο
s = 1 και µηδενικά στα s = −1, s = −3. ΄Οµως πρέπει ο αριθµός των πόλων να ισούται µε τον αριθµό των
µηδενικών, οπότε υπάρχει ένας πόλος στο s =∞, αφού

lim
s→∞

H(s) =
1

3
lim
s→∞

s
(
1 + 1

s

) (
1 + 3

s

)
1− 1

s

=∞ (24)

΄Αρα - λόγω αυτού του πόλου στο άπειρο - δεν υπάρχει δεξιόπλευρο πεδίο σύγκλισης του τύπου σ > σ0, έτσι
ώστε το αντίστροφο σύστηµα να είναι αιτιατό.


