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Σειρές Fourier

1 Εισαγωγικά

Σε αυτό το κεφάλαιο, ϑα γνωρίσουµε µια άλλη ϑεώρηση ενός σήµατος, που έχει περισσοτερη σχέση µε εφαρµογές (ω
ναι, όλα αυτά τα µαθηµατικά δουλεύουν στην πράξη, στο MP3 σας, στο κινητό σας, στην τηλεόραση σας, στα video
games σας, κλπ. - ϑα ϐαρεθείτε να το ακούτε αυτό :-) ). Αυτή η οπτική λέγεται ανάλυση Fourier. Στα πλαίσια του
µαθήµατος, ϑα ασχοληθούµε αρκετά µε αυτή. Ας ξεκινήσουµε πρώτα µε τη µελετη των λεγόµενων Σειρών Fourier.

1.1 Γιατί Σειρές Fourier;

Σίγουρα ως τώρα έχετε καταλάβει ότι εµπλεκόµαστε πολύ µε µαθηµατικά. ΄Ενα ερώτηµα όµως που ∆ΕΝ απαντήσαµε
είναι ΓΙΑΤΙ χρησιµοποιούµε ‘‘βαριά’’ (λέµε τώρα :-Ρ ) µαθηµατικά για να ϕτάσουµε σε όλες αυτές τις εφαρµογές. Αφ΄
ενός, γιατί δεν έχουµε ϐρει κανένα πιο εύκολο τρόπο (δεν έχουµε καµµιά εµµονή να ασχολούµαστε µε µαθηµατικά
σώνει και καλά :-) ), αφ΄ ετέρου γιατί η χρήση τους παρέχει ένα πανίσχυρο πλαίσιο ανάλυσης και ‘‘τυποποίησης ’’ των
µεθόδων που χρησιµοποιούνται. ∆εν πειστήκατε ; Θα σας δώσουµε ένα χαρακτηριστικό παράδειγµα. :-)

Μόλις λίγες σελίδες µετά, ϑα διαβάσετε για την ανάλυση σε Σειρές Fourier, που – αν δεν το έχετε ακουστά – είναι
απλά µια µέθοδος αλλαγής οπτικής γωνίας :-) . Ναι, τόσο απλά ! Η µέθοδος αυτή µας επιτρέπει να δούµε ένα σήµα,
µια κυµατοµορφή, σε έναν διαφορετικό χώρο, το χώρο των συχνοτήτων. Το πώς, ϑα το διαβάσετε παρακάτω. Το ΓΙΑΤΙ
όµως είναι το ερώτηµα, όπως προείπαµε, και το παρακάτω παράδειγµα - αν και δεν άπτεται ακριβώς των σειρών Fourier
- πιστεύω ϑα σας πείσει για την αναγκαιότητα του να ϐλέπουµε κυµατοµορφές και σε άλλους χώρους πλην αυτού του
χρόνου.

1.1.1 Μια µικρή εφαρµογή - κίνητρο

΄Εστω ότι έχουµε ένα σήµα ϕωνής όπως αυτό του Σχήµατος 1. Πρόκειται για τη Γαλλική λέξη ‘‘magnifique’’1. :-) Ας
υποθέσουµε οτι για κάποιο λόγο, ένα ισχυρό ηµίτονο πλάτους 0.5, των 500 Hz (ϑυµηθείτε, 500 Hz σηµαίνει ότι σε ένα
δευτερόλεπτο, το ηµίτονο έχει επαναλάβει τη ϐασική του περιοδο 500 ϕορές) προστίθεται στο σηµα ϕωνής, και το οποίο
ηµίτονο ϑεωρείται ως ανεπιθύµητο, δηλαδή ως ‘‘θόρυβος ’’2. Το αποτέλεσµα στο χώρο του χρόνου ϕαίνεται στο σχήµα 2.
Το αποτέλεσµα στο χώρο του χρόνου ϕαίνεται στο Σχήµα 2. Θα ϑέλαµε να ανακτήσουµε πίσω το αρχικό σήµα χωρίς το
ϑόρυβο.

΄Οπως µπορείτε να δείτε, είναι τροµερά δύσκολο στην πράξη να ξεχωρίσουµε/ανακτήσουµε το σήµα µας στο πεδιο
του χρόνου, µια και ϕαίνεται να έχει ϑαφτεί µέσα στο ‘‘θόρυβο’’ του συνηµιτόνου. Αν ϑέλαµε να το δουλέψουµε στο πεδίο
του χρόνου, ϑα πρέπει να γνωρίζουµε την πλήρη περιγραφή του ‘‘θορύβου’’, δηλ. το πλάτος, τη συχνότητα, και τη ϕάση
του ηµιτόνου. Στην πράξη, σπάνια µπορούµε να γνωρίζουµε αυτά τα χαρακτηριστικά. ΟΜΩΣ, αν χρησιµοποιήσουµε τα
εργαλεία που ϑα µάθετε στο µάθηµα, δηλαδη την οπτική του πεδίου της συχνότητας, τότε για το καθαρό σήµα, ϑα έχετε
το διάγραµµα του Σχήµατος 3, ενώ για το ‘‘αλλοιωµένο’’ σήµα, ϑα έχετε το διάγραµµα του σχήµατος 4. Παρατηρήστε
δυο πράγµατα:

1Προφέρεται ‘‘µανιφίκ’’.
2Το παράδειγµα αυτό δεν απέχει απ΄ την πραγµατικότητα – στα αεροπλάνα, όταν ϐγαίνει µια ανακοίνωση από τα µικρόφωνα του πιλοτηρίου,

ακούγεται πάνω στη ϕωνή του πιλότου ένα ηµίτονο στα 400 Hz, λόγω του ότι η ηλεκτρική ισχύς ειναι στα 400 Hz, εν αντιθέσει µε τα σπίτια µας,
που είναι 50− 60 Hz... αφ΄ ενός, ϕαντάζοµαι ότι µέχρι σήµερα ϐέβαια ϑα το έχουν ϕτιάξει, αφ΄ ετέρου το δικό µας παράδειγµα είναι εσκεµµένα
πιο... τραβηγµένο/δύσκολο :-Ρ
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Σχήµα 1: Σήµα Φωνής στο πεδίο του χρόνου
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"Magnifique" + cosine @ 500 Hz

Σχήµα 2: Σήµα Φωνής στο πεδίο του χρόνου µε προστιθέµενο ηµίτονο στα 500 Hz

1. Ο οριζόντιος άξονας είναι πλέον η συχνότητα στα Σχήµατα 3, 4, και όχι πια ο χρόνος. Πρόκειται για ΑΚΡΙΒΩΣ
τα ίδια σήµατα των Σχηµάτων 1, 2, µόνο που τα ϐλέπουµε σε έναν άλλο χώρο, αυτόν των συχνοτήτων. Το γιατί
οι γραφικές παραστάσεις έχουν αυτό το σχήµα, όπως επίσης και γιατί έχουµε αυτές τις ‘‘εξωτικές ’’ αρνητικές
συχνότητες :-) , ϑα το µάθετε στην πορεία.

2. Προσέξτε επίσης την αλλαγή της κλίµακας στα διαγράµµατα αυτά. Στο διάγραµµα 4 παρατηρούµε ότι γύρω στα



Εφαρµοσµένα Μαθηµατικά για Μηχανικούς - 2015/16 3

−8000 −6000 −4000 −2000 0 2000 4000 6000 8000
0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

Frequency (Hz)

M
ag

ni
tu

de

"Magnifique"

Σχήµα 3: Σήµα Φωνής στο πεδίο των συχνοτήτων
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Σχήµα 4: Αλλοιωµένο σήµα Φωνής στο πεδιο των συχνοτήτων

±500 Hz υπάρχει µια ισχυρή συνιστώσα, η οποία µοιάζει εκτός της οµαλότητας που παρατηρούµε στο σχήµα 3.
Σίγουρα λοιπόν αυτή η µεγάλη κατακόρυφη ‘‘γραµµή’’ οφείλεται στο ηµίτονο που προστεθηκε µετά. ;-) Το
υπόλοιπο σήµα είναι το ίδιο ανάµεσα στα δυο γραφήµατα, απλά έχει αλλάξει η κλίµακα για να ‘‘χωρέσουν’’ στο
σχήµα οι συνιστώσες των 500 Hz.

3. Στη ϐιβλιογραφία, συχνά χρησιµοποιείται η λεγοµενη κυκλική ή γωνιακή συχνότητα ω = 2πf , που µετριέται σε
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rad/sec, αντί της συχνότητας f σε Hz, που αναφέρεται παραπάνω. Στα παραπάνω σχήµατα δεν ϑα άλλαζε τίποτα,
απλά ο οριζόντιος άξονας της συχνότητας πολλαπλασιάζεται µε 2π.

Βλέπουµε λοιπόν τώρα ότι αυτός ο νέος χώρος, ο χώρος των συχνοτήτων, είναι πολύ πιο ϐοηθητικός στην προσπάθειά
µας να ανακτήσουµε το σήµα µας. Το µόνο που έχουµε να κάνουµε είναι να µηδενίσουµε την τιµή 0.25 που ϕαίνεται
στα ±500 Hz. ΄Ετσι, ϑα µπορέσουµε να εξαφανίσουµε το ενοχλητικό σήµα, µια και γνωρίζουµε ότι αντιστοιχεί στον
ενοχλητικό ‘‘θόρυβο’’, και να κρατήσουµε µόνο το ‘‘χρήσιµο’’ σήµα. Πράγµατι, αν µηδενίσουµε αυτή τη συχνότητα, και
αντιστρέψουµε τη διαδικασία πίσω στο χρόνο, ϑα πάρουµε το Σχήµα 5!
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Σχήµα 5: Καθαρισµένο Σήµα Φωνής

Ποιός ήταν ο σκοπός όλου αυτού του – υπεραπλουστευµένου, είναι η αλήθεια – παραδείγµατος ; Ο σκοπός συνοψί-
Ϲεται στην εξής παρατηρηση: Αν µπορούσαµε να έχουµε ένα µαθηµατικό εργαλείο που µας µετατρέπει ένα οποιοδήποτε
σήµα στο χώρο του χρόνου σε ένα αντίστοιχο στο χώρο των συχνοτήτων, δηλ. ϑα µπορούσε να µας γράψει το όποιο
σήµα x(t) ως συνάρτηση ηµιτόνων κάποιων συγκεκριµένων συχνοτήτων (η οποία µπορεί να παρασταθει γραφικά όπως
στο Σχήµα 3 ή στο Σχήµα 4 ), τότε πολύ εύκολα ϑα µπορούσαµε να κάνουµε πράγµατα που στο πεδιο του χρόνου ϑα ήταν
αδύνατα !

Το παραπάνω παράδειγµα, όπου απλά µηδενίζουµε µια συχνότητα (δηλ. µηδενίζουµε το πλάτος του αντίστοιχου
ηµιτόνου – η συχνότητα, ως τιµή, δεν µπορεί να ‘‘µηδενιστεί’’) η οποία είναι ανεπιθύµητη, είναι ΕΝΑ µόνο από τα
χιλιάδες, όπου η αλλαγή χώρου µας λύνει τα χέρια. Αυτό το µαθηµατικό εργαλείο µας είναι ήδη γνωστό εδώ και πολλά
χρόνια και δεν είναι άλλο από την Ανάλυση Fourier...3

1.2 ΄Ενα απλό παράδειγµα

Πώς λοιπόν ϑα µπορούσαµε να έχουµε µια γραφική παρασταση ενός σήµατος στο χώρο των συχνοτήτων ; Αυτό το
ερώτηµα είπαµε ότι ισοδυναµεί µε το πώς ϑα µπορούσαµε να έχουµε µια µαθηµατική έκφραση στο χώρο των συχνοτήτων
ενός σήµατος που µας δίδεται στο χρόνο. Η πιο απλή τέτοια αναπαράσταση ϕυσικά δεν είναι άλλη από του απλού
µιγαδικού εκθετικού συχνότητας f0:

x(t) = Aej2πf0t, A > 0 (1)
3Επειδή ίσως το σκεφτήκατε... αν το ωφέλιµο σήµα x(t) έχει από µόνο του πληροφορία στη συχνότητα ±500 Hz πριν την πρόσθεση του

ηµιτόνου, τότε προφανώς αυτή η πληροφορία ϑα χαθεί µε την παραπάνω διαδικασία, και άρα το σήµα που ϑα πάρουµε δε ϑα είναι ακριβως ίδιο
µε το αρχικό.
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Είναι ένα σήµα που ορίζεται στο χρόνο, µε πλάτος A, και µε συχνότητα f0, η οποία είναι σταθερή. Θα µπορούσαµε
να πούµε ότι ο συντελεστής του εκθετικού ej2πf0t είναι η ποσότητα A, πραγµατικός ϑετικός αριθµός. Γνωρίζετε από τις
διαλέξεις ότι το σήµα αυτό αποτελεί ένα περιστρεφόµενο διάνυσµα στο µιγαδικό επίπεδο, του οποίου το πραγµατικό
και το ϕανταστικό µέρος ισούνται µε

<{Aej2πf0t} = A cos(2πf0t) (2)
={Aej2πf0t} = A sin(2πf0t) (3)

και σχηµατικά αναπαρίσταται όπως στο Σχήµα 6. Οπότε, γι΄ αυτό το σήµα, µια διδιάστατη απεικόνιση ϕαίνεται στο

Σχήµα 6: Μιγαδικό εκθετικό Aej2πf0t.

διάγραµµα στο χώρο της συχνότητας στο Σχήµα 7. ∆υο άξονες, µε οριζόντιο τον άξονα των συχνοτήτων και κατακόρυφο
τον άξονα του πλάτους, µε µια κατακόρυφη γραµµή στη συχνότητα f0, ύψους A. Αυτή είναι η αναπαράσταση που
Ϲητάµε ! :-)

Φυσικά το σήµα που επιλέξαµε µπορεί να είναι το απλούστερο που µπορούσαµε να σκεφτούµε, αλλά δεν παύει να
είναι ένα µιγαδικό σήµα ! Αν είχαµε ένα πραγµατικό σήµα οπως το

x(t) = A cos(2πf0t), A > 0 (4)
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Σχήµα 7: Απλό παράδειγµα συχνοτικής ανάλυσης.

τότε πώς ϑα σχεδιάζαµε αυτή τη γραφική αναπαράσταση ; Πολύ απλά, γνωρίζουµε ότι

x(t) = A cos(2πf0t) =
A

2
ej2πf0t +

A

2
e−j2πf0t (5)

σύµφωνα µε τους τύπους του Euler. Οι συντελεστές των εκθετικών µε συχνότητες ±f0 είναι τώρα A/2 και στα δυο
εκθετικά, και είναι ϑετικοί και πραγµατικοί συντελεστές. Να λοιπόν που τώρα έχουµε ένα άθροισµα από δυο εκθετικά
συχνοτήτων ±f0, οπότε ϑα έχουµε ένα διάγραµµα µε δυο κατακόρυφες γραµµές. Μια στη συχνότητα −f0 και µια στη
συχνότητα f0 Hz, µε πλάτη A/2. Ας δούµε αυτά τα σχήµατα µαζί, τόσο στο χρόνο όσο και στη συχνότητα, στο Σχήµα 8.
Θα ϑέλαµε ϕυσικά η πληροφορία που µας δίνεται από τη συχνοτική αναπαράσταση του σήµατος να είναι ισοδύναµη
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Σχήµα 8: Απλό παράδειγµα ανάλυσης σήµατος στους δυο χώρους

µε αυτή του χρόνου. ∆ηλ. να µπορούµε, ϐλέποντας αυτή τη γραφική παράσταση, να καταλαβαίνουµε αµέσως για
ποιά µαθηµατική µορφή σήµατος πρόκειται. Στο παράδειγµά µας, είναι έτσι τα πράγµατα ; Αρκεί η συχνότητα και
το πλάτος που αναγράφονται στη συχνοτική αναπαράσταση για να περιγράψει πλήρως ένα οποιοδήποτε ηµίτονο ; Η



Εφαρµοσµένα Μαθηµατικά για Μηχανικούς - 2015/16 7

απάντηση είναι όχι ! ∆ιότι ένα ηµίτονο στη γενική του µορφή γράφεται ως

x(t) = A cos(2πf0t+ φ), A > 0, φ ∈ [−π, π) (6)

=
A

2
ej2πf0tejφ +

A

2
e−j2πf0te−jφ (7)

=
(A
2
ejφ
)
ej2πf0t +

(A
2
e−jφ

)
e−j2πf0t (8)

= Z0e
j2πf0t + Z∗0e

−j2πf0t (9)

Παρατηρήστε τώρα ότι εδώ πλέον οι συντελεστές των εκθετικών, Z0, Z
∗
0 , είναι µιγαδικοί, και συγκεκριµένα συζυγείς !

΄Αρα στη γενικότερη µορφή ενός ηµιτόνου, δε µας αρκεί µια γραφική παράσταση που να δείχνει το συντελεστή του
εκθετικού, γιατί πολύ συχνά ο συντελεστής είναι µιγαδικός (δυο µεταβλητές, A, φ)! Χρειάζεται µε κάποιο τρόπο να
αναπαριστούµε και τη ϕάση φ του µιγαδικού ως συνάρτηση της συχνότητας.

΄Οµως πριν απ’ολα χρειάζεται να συµφωνήσουµε σε κάτι : οι συντελεστές Zi, Z∗i των εκθετικών e±2πf0t που ϑα έχουµε
πρέπει να είναι γραµµένοι σε µορφή µέτρου-ϕάσης, δηλ.

Zi = Aie
jφi , µε Ai > 0, φi ∈ [−π, π) (10)

Οπότε τελικά, η πλήρης περιγραφή ενός ηµιτόνου στο χώρο της συχνότητας περιλαµβάνει δυο διαγράµµατα: ενα που
αφορα το πλάτος Ai του µιγαδικού συντελεστή Zi ως συνάρτηση της συχνότητας (αυτό που έχουµε δει ως τώρα) ΚΑΙ
ένα που αφορα τη ϕάση φi του µιγαδικού συντελεστή Zi ως συνάρτηση της συχνότητας. Αυτές οι δυο αναπαραστάσεις
λέγονται ϕάσµα πλάτους και ϕάσµα ϕάσης, αντίστοιχα. Ας δούµε µερικά παραδείγµατα.

1.3 Περισσότερα παραδείγµατα

Παράδειγµα 1:
΄Εστω το σήµα

x(t) = 2 cos(2π200t+ π/3) + cos(2π500t− π/6) (11)

Λύση:
Προτού σχεδιάσουµε τα αντίστοιχα ϕάσµατα, ας δούµε πως αναλύεται αυτό το σήµα. Είναι

x(t) = 2 cos(2π200t+ π/3) + cos(2π500t− π/6) (12)

= ej2π200tejπ/3 + e−j2π200te−jπ/3 +
1

2
ej2π500te−jπ/6 +

1

2
e−j2π500tejπ/6 (13)

=
(
ejπ/3

)
ej2π200t +

(
e−jπ/3

)
e−j2π200t +

(1
2
e−jπ/6

)
ej2π500t +

(1
2
ejπ/6

)
e−j2π500t (14)

µε τις παρενθέσεις να περικλείουν τους συντελεστές των µιγαδικών εκθετικών συχνότητας ±200,±500 Hz. ΄Οπως
ϐλέπετε εδώ, τώρα οι συντελεστές των εκθετικών είναι µιγαδικοί, 1e±jπ/3, 12e

±jπ/6. Οι συντελεστές αυτοί είναι ήδη στην
επιθυµητή µορφή, Aiejφi , µε A > 0 και φ ∈ [−π, π).

Από αυτήν την αναπαράσταση, µας είναι ξεκάθαρο πώς να σχεδιάσουµε το ϕάσµα πλάτους και το ϕάσµα ϕάσης,
καθώς τα Ai ϑα σχεδιαστούν στο ϕάσµα πλάτους και τα φi στο ϕάσµα ϕάσης, στις αντίστοιχες συχότητες ϕυσικά. ∆είτε
το Σχήµα 9.�

Προφανώς µπορούµε να σχεδιάσουµε τα ϕάσµατα πλάτους και ϕάσης οποιωνδήποτε ηµιτόνων ή συνδυασµού τους
µε απλή εφαρµογή των σχέσεων του Euler. Προσέξτε όµως την περίπτωση που οι συντελεστές δεν καταλήγουν τόσο
εύκολα σε µορφή µέτρου-ϕάσης. ∆είτε το παρακάτω, πιο γενικό παράδειγµα.



Εφαρµοσµένα Μαθηµατικά για Μηχανικούς - 2015/16 8

Time (s)
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05

A
m

pl
itu

de

-4

-2

0

2

4
Signal in time

Frequency (Hz)
-1000 -800 -600 -400 -200 0 200 400 600 800 1000

M
ag

ni
tu

de

0

0.5

1
Magnitude Spectrum

Frequency (Hz)
-1000 -800 -600 -400 -200 0 200 400 600 800 1000

P
ha

se
 (

ra
d)

-2

-1

0

1

2
Phase Spectrum

Σχήµα 9: Παράδειγµα 1: ανάλυσης σήµατος.

Παράδειγµα 2:
΄Εστω το σήµα

x(t) = 2 cos(2π200t+ π/3) + sin(2π500t− π/6) (15)

Σχεδιάστε το ϕάσµα πλάτους και το ϕάσµα ϕάσης του.

Λύση:
Οι σχέσεις του Euler µας δίνουν

x(t) = 2 cos(2π200t+ π/3) + sin(2π500t− π/6) (16)

= ej2π200tejπ/3 + e−j2π200te−jπ/3 +
1

2j
ej2π500te−jπ/6 − 1

2j
e−j2π500tejπ/6 (17)

=
(
ejπ/3

)
ej2π200t +

(
e−jπ/3

)
e−j2π200t +

( 1

2j
e−jπ/6

)
ej2π500t +

(
− 1

2j
ejπ/6

)
e−j2π500t (18)

Εδώ, οι συντελεστές των εκθετικών είναι 1e±jπ/3 και ± 1
2j e
±jπ/6. Ενώ µε τους συντελεστές 1e±jπ/3 των δυο πρώτων στη

σειρά εκθετικών είµαστε ευχαριστηµένοι (είναι ήδη σε µορφή µέτρου-ϕάσης), δεν ισχύει το ίδιο για τους δυο επόµενους,
τους ± 1

2j e
±jπ/6. Ο λόγος ; Αυτά τα ±1

j είναι µιγαδικοί αριθµοί, και όχι πραγµατικοί, όπως απαιτείται.
Μπορούµε όπως να τα µετατρέψουµε σε ϕάση, γιατί από τις σχέσεις του Euler ξέρουµε ότι

−1

j
= j = cos(π/2) + j sin(π/2) = ejπ/2 (19)

1

j
= −j = cos(−π/2) + j sin(−π/2) = e−jπ/2 (20)
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Οπότε ϑα έχουµε

x(t) = 2 cos(2π200t+ π/3) + sin(2π500t− π/6) (21)

=
(
ejπ/3

)
ej2π200t +

(
e−jπ/3

)
e−j2π200t +

( 1

2j
e−jπ/6

)
ej2π500t +

(
− 1

2j
ejπ/6

)
e−j2π500t (22)

=
(
ejπ/3

)
ej2π200t +

(
e−jπ/3

)
e−j2π200t +

(1
2
e−jπ/2e−jπ/6

)
ej2π500t +

(1
2
ejπ/2ejπ/6

)
e−j2π500t (23)

=
(
ejπ/3

)
ej2π200t +

(
e−jπ/3

)
e−j2π200t +

(1
2
ejπ/3

)
ej2π500t +

(1
2
e−jπ/3

)
e−j2π500t (24)

Προσέξτε ότι όλοι οι µιγαδικοί συντελεστές (e±jπ/3, 12e
±jπ/3) των εκθετικών e±j2π200t, e±j2π500t είναι σε µορφή µέτρου-

ϕάσης, δηλ. στη µορφή Aiejφi , µε A > 0 και φ ∈ [−π, π). Αυτός ήταν άλλωστε και ο σκοπός µας. Τώρα µπορούµε να
σχεδιάσουµε ϕάσµα πλάτους και ϕάσµα ϕάσης ! Κάντε το ! :-)�

Ας δούµε ένα ακόµα πλήρες παράδειγµα.

Παράδειγµα 3:
΄Εστω το περιοδικό σήµα

x(t) = 3− 2 cos(2π10t+ π/9) + sin(2π15t− π/7) (25)

Ζητείται η περίοδός του, το ϕάσµα πλάτους, και το ϕάσµα ϕάσης του.

Λύση:
Για την περίοδο, γνωρίζουµε ήδη ότι

f0 = Μ.Κ.∆{10, 15} = 5 Hz (26)

και άρα T0 = 1
f0

= 0.2 δευτερόλεπτα. Ας αναλύσουµε τώρα το σήµα µας σε εκθετικά, ώστε να σχεδιάσουµε τα ϕάσµατα.
Θα είναι

x(t) = 3− 2 cos(2π10t+ π/9) + sin(2π15t− π/7) (27)

= 3− (ejπ/9)ej2π10t − (e−jπ/9)e−j2π10t +
( 1

2j
e−jπ/7

)
ej2π15t +

(
− 1

2j
ejπ/7

)
e−j2π15t (28)

Εδώ πρέπει λοιπόν, αφ΄ ενός να χειριστούµε τα ±1/j όπως κάναµε και πριν, αφ΄ ετέρου να δούµε πως ϑα χειριστούµε
τους συντελεστές των δυο πρώτων εκθετικών συχνότητας ±10 Hz. Τι πρόβληµα έχουν αυτά ; ΄Εχουν αρνητικό πρόσηµο !
Και σαν να µην έφταναν όλα αυτά, έχουµε κι εκείνο το σταθερό όρο 3, που δεν ξέρουµε τι να τον κάνουµε ! :-)

Ας τα δούµε ένα-ένα λοιπόν... Κατάρχάς, ας µετατρέψουµε τα ±1/j κατάλληλα, στους δυο τελευταίους όρους,
αφήνοντας ήσυχους προς το παρόν τους πρώτους. ΄Εχουµε:

x(t) = 3− (ejπ/9)ej2π10t − (e−jπ/9)e−j2π10t +
( 1

2j
e−jπ/7

)
ej2π15t +

(
− 1

2j
ejπ/7

)
e−j2π15t (29)

= 3− (ejπ/9)ej2π10t − (e−jπ/9)e−j2π10t +
(1
2
e−jπ/2e−jπ/7

)
ej2π15t +

(1
2
ejπ/2ejπ/7

)
e−j2π15t (30)

= 3− (ejπ/9)ej2π10t − (e−jπ/9)e−j2π10t +
(1
2
e−j9π/14

)
ej2π15t +

(1
2
ej9π/14

)
e−j2π15t (31)

Πλέον τα δυο τελευταία εκθετικά συχνότητας ±15 Hz έχουν µιγαδικούς συντελεστές γραµµένους σε µορφή µέτρου-
ϕάσης, και κατάλληλα ϕτιαγµένη τη ϕάση τους ώστε να ανήκει στο [−π, π). Ας πάµε να δούµε τώρα τα δυο πρώτα
εκθετικά, συχνότητας ±10 Hz, που το πρόβληµά τους είναι το αρνητικό πρόσηµο.

Γνωρίζουµε από τις σχέσεις του Euler ότι

ejπ = −1 (32)
e−jπ = −1 (33)

Ποιόν από τους δυο όρους ϑα διαλέξουµε ;;;; Η απάντηση είναι ‘‘και τους δυο !’’ :-) Πώς ; Απλά ϑα προσέξουµε η
επιλογή που ϑα κάνουµε να µας δίνει συνολική ϕάση που ϑα ανήκει στο [−π, π)! Αν δεν ανήκει εκεί, αλλάζουµε τις



Εφαρµοσµένα Μαθηµατικά για Μηχανικούς - 2015/16 10

επιλογές µας ! :-) Ας το δούµε. Επιλέγουµε να αντικαταστήσουµε το −1 του εκθετικού συχνότητας 10 Hz µε το e−jπ,
και το −1 του εκθετικού συχνότητας −10 Hz µε το ejπ. ΄Αρα ϑα έχουµε:

x(t) = 3− (ejπ/9)ej2π10t − (e−jπ/9)e−j2π10t +
(1
2
e−j9π/14

)
ej2π15t +

(1
2
ej9π/14

)
e−j2π15t (34)

= 3 + (ejπ/9e−jπ)ej2π10t + (e−jπ/9e−jπ)e−j2π10t +
(1
2
e−j9π/14

)
ej2π15t +

(1
2
ej9π/14

)
e−j2π15t (35)

= 3 + (e−j8π/9)ej2π10t + (ej8π/9)e−j2π10t +
(1
2
e−j9π/14

)
ej2π15t +

(1
2
ej9π/14

)
e−j2π15t (36)

Βλέπετε ότι µε αυτήν την αντιστοίχιση, οι ϕάσεις που προέκυψαν στους µιγαδικούς συντελεστές των δυο πρώτων
εκθετικών συχνότητας ±10 Hz είναι ±8π/9, που ϕυσικά ανήκουν στο [−π, π), ενώ τα µέτρα τους είναι µοναδιαία
(πραγµατικά και ϑετικά). Αν κάναµε ανάποδα τις αντιστοιχίες των −1 µε τις σχέσεις του Euler, τότε ϑα προέκυπταν
ϕάσεις µε τιµές ±10π/9, που ασφαλώς /∈ [−π, π). Κάντε το, για εξάσκηση. :-)

Και τελικά εκείνο το 3 που περίσσεψε, τι ϑα το κάνουµε ; Είναι ένας απλός πραγµατικός αριθµός, άρα που ϑα τον
συµπεριλάβουµε ; Προφανώς στο ϕάσµα πλάτους. Πού όµως ; Σε ποιά συχνότητα ; ∆εν έχει κάποιο µιγαδικό εκθετικό
να µας καθοδηγήσει ! Η απάντηση είναι τελικά απλή, αρκεί να παρατηρήσουµε ότι το 3 γράφεται ως 3ej0t. ΄Αρα το 3
είναι το πλάτος της µηδενικής συχνότητας, f = 0. ΄Αρα ϑα το ϐάλουµε στο ϕάσµα πλάτους, στη συµβολή των αξόνων,
δηλ. στη ϑέση f = 0!4

Πλέον όλα τα εκθετικά έχουν µιγαδικούς συντελεστές που είναι γραµµένοι σε µορφή µέτρο-ϕάση. Εύκολα ξεχω-
ϱίζουµε τα πλάτη από τις ϕάσεις, οπότε µπορούµε να σχεδιάσουµε τα αντίστοιχα ϕάσµατα. ∆είτε το Σχήµα 10. Πριν
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Σχήµα 10: Φάσµα πλάτους και ϕάσης Παραδείγµατος 3.

κλείσουµε αυτό το παράδειγµα, παρατηρήστε το εξής : το ϕάσµα πλάτους έχει άρτια συµµετρία, ενώ το ϕάσµα ϕάσης
4Τι ϑα συνέβαινε αν αντί για 3 ήταν −3 ο σταθερός όρος ; Τότε ϑα τον γράφαµε ως −3 = 3ejπej0t, και το πλάτος 3 ϑα πήγαινε στο ϕάσµα

πλάτους, ενώ η ϕάση π ϑα πήγαινε στο ϕάσµα ϕάσης, στην ίδια ϑέση, f = 0!
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έχει περιττή συµµετρία ! Αυτό ισχύει, όπως ϑα δούµε και παρακάτω, για ΚΑΘΕ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟ σήµα x(t) που αναλύ-
ουµε. Είναι ένας καλός τρόπος να ελέγχετε τα αποτελέσµατά σας.�

Συνοψίζοντας, για το σχεδιασµό ϕάσµατος πλάτους και ϕάσης σε ένα άθροισµα εκθετικών (ή ηµιτόνων που τα
µετατρέπουµε σε εκθετικά), ϕροντίζουµε να µετατρέψουµε όλους τους συντελεστές των εκθετικών σε µορφή

µέτρου-ϕάσης, δηλ. µε ϑετικούς πραγµατικούς αριθµούς ως µέτρο, και προσέχοντας η ϕάση που προκύπτει να
ανήκει στο [−π, π). Αυτό γίνεται µετατρέποντας τα αρνητικά πρόσηµα συντελεστών σε ϕάση µε τη σχέση

e±jπ = −1, καθώς και τα ±1/j = ∓j σε e±hπ/2 = ±j.

∆εν καταλήγουν, προφανώς, οµως όλοι οι συνδυασµοί ηµιτόνων σε περιοδικό σήµα. Για παράδειγµα, το παραπάνω
σηµα x(t) είναι περιοδικό µε ϑεµελιώδη συχνότητα f0 = Μ.Κ.∆{200, 500} = 100 Hz, και άρα περίοδο T0 = 1

f0
= 0.01

δευτερόλεπτα. ΄Οµως, το σήµα y(t) = cos(2π50t)− sin(5t− π/4) ∆ΕΝ είναι περιοδικό, γιατί δεν υπάρχει ο Μ.Κ.∆ των
δυο συχνοτήτων. Εµείς όµως ενδιαφεροµαστε ιδιαίτερα για τα περιοδικά σήµατα, σε πρώτη ϕαση. ΄Οταν το σήµα που
µας δίνεται είναι σε µορφή αθροίσµατος/γινοµένου ηµιτόνων, τοτε µπορούµε µε χρήση τριγωνοµετρικών ταυτοτήτων
και τύπων του Euler, να το γράψουµε σε µορφη αθροίσµατος ηµιτόνων ή εκθετικών και να σχεδιάσουµε ϕάσµατα
πλάτους και ϕάσης σηµάτων, οπως παραπάνω, άσχετα αν είναι το σήµα περιοδικό ή όχι.

1.4 Μόνο ηµίτονα ;

΄Οµως τα περιοδικά σήµατα, οπως αυτό της Σχέσης (11), έχουν µια χαρακτηριστική ιδιότητα όταν τα αναπτύσουµε σε
άθροισµα µιγαδικών εκθετικών. Αυτά τα εκθετικά έχουν συχνότητες που ειναι ακέραιες πολλαπλάσιες της ϑεµελιώδους
συχνότητας του σήµατος! Είδατε οτι η ϑεµελιώδης συχνότητα του σήµατος της Σχέσης (11) είναι 100 Hz. Οι συχνότητες
του σήµατος είναι ακέραιες πολλαπλάσιες του 100, δηλ. ±200,±500. Αυτό ακριβώς αντικατοπτρίζεται και στο ϕάσµα
πλάτους και ϕάσης.

Τι γίνεται όµως αν το περιοδικό σήµα που µας δίνεται ∆ΕΝ είναι σε µορφή αθροίσµατος/γινοµένου/πηλίκου
ηµιτόνων ; Αν είναι ένας περιοδικός τριγωνικός ή τετραγωνικός παλµός, πώς ϑα ενεργήσουµε ; Πώς ϑα το αναλύσουµε
σε εκθετικά σήµατα, ώστε να δούµε το συχνοτικό τους περιεχόµενο ; Εδώ έρχεται η ϑεωρία της Ανάλυσης σε σειρές
Fourier!

2 Ανάλυση σε Σειρές Fourier

Η Ανάλυση Fourier είναι ίσως το ϐασικότερο εργεαλείο ανάλυσης σηµάτων, η οποία µας δίνει πληροφορίες για το
συχνοτικό τους περιεχόµενο, δηλ. για το ΠΟΙΕΣ συχνότητες υπάρχουν στο σήµα. Αυτό πρακτικά σηµαίνει ότι µας
πληροφορεί για το ΠΟΣΑ και ΠΟΙΑ ηµίτονα (δηλ. µε ποιό πλάτος, συχνότητα, και ϕάση) πρέπει να προσθέσουµε
µεταξύ τους για να πάρουµε το συνολικό σήµα που αναλύουµε. ΄Ενα οπτικό παράδειγµα ϕαίνεται στο Σχήµα 11. Χάριν
ευκολίας, ξεκινάµε τη µελέτη µας από σήµατα τα οποία λέγονται περιοδικά. Ασφαλώς γνωρίζετε τι είναι ένα περιοδικό
σήµα και επίσης γνωρίζετε ότι περιοδικά σήµατα, µε την αυστηρή έννοια, στην πραγµατικότητα ∆ΕΝ ΥΠΑΡΧΟΥΝ.
Πουθενά στη ϕύση. :-) Οπότε γιατί ασχολούµαστε ; Αφ΄ ενός για λόγους γενικότερης µελέτης, αφ΄ ετέρου γιατί κάποια
κοµµάτια απ΄ τη µελέτη τέτοιων σηµάτων, καθώς και ο τρόπος σκέψης αυτής της µελέτης, µας είναι χρήσιµα στην
πράξη.
Τι είναι λοιπόν η ανάλυση σε Σειρές Fourier; ΄Οπως είπαµε, δεν είναι τίποτα παραπάνω από ένα µαθηµατικό εργαλείο
που µας επιτρέπει να γράφουµε ένα οποιδήποτε (ή µάλλον, σχεδόν οποιοδήποτε :-) ) περιοδικό, πραγµατικό σήµα ως
ένα άθροισµα ηµιτόνων. Ας πάµε λίγο στα µαθηµατικά, για να αρχίσουµε να ξεδιαλύνουµε κάποια πράγµατα... ένα
περιοδικό σήµα x(t), µε περίοδο T0, αναλύεται σε σειρά Fourier µε χρήση των σχέσεων

x(t) = X0 +

∞∑
k=−∞

Xke
j2πkf0t (37)
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Σχήµα 11: Ανάλυση σήµατος σε άθροισµα ηµιτόνων

όπου

Xk =
1

T0

∫ T0

0
x(t)e−j2πkf0tdt, k 6= 0 (38)

X0 =
1

T0

∫ T0

0
x(t)dt (39)

µε

f0 =
1

T0
(40)

όπου Xk είναι οι περίφηµοι συντελεστές Fourier, και την f0 τη λέµε ϑεµελιώδη συχνότητα, γιατί όλα τα εκθετικά στην
εξίσωση (37) έχουν συχνότητες που είναι ακέραιες πολλαπλάσιες αυτής. Είδαµε λοιπόν εδώ πως γράφουµε ένα οποιο-
δήποτε σήµα ως άθροισµα ΕΚΘΕΤΙΚΩΝ µιγαδικών σηµάτων, όπως κάναµε στην προηγούµενη παράγραφο για τα απλά
αθροίσµατα ηµιτόνων. Η σειρά Fourier αυτής της µορφής λέγεται εκθετική ή δίπλευρη σειρά Fourier.

Μα ένα λεπτό... Πριν είπαµε ότι η ανάλυση Fourier µας αναλύει το σήµα σε ηµίτονα. Που είναι αυτά στις παραπάνω
σχέσεις ; Μα ϕυσικά, απ΄ τις γνωστές σχέσεις του Euler, µπορούµε να µετατρέψουµε κάθε εκθετική αναπράσταση, που
έχει προκύψει από ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟ σήµα, σε ηµιτονοειδή αναπαράσταση. Θυµηθείτε :

cos θ =
ejθ + e−jθ

2
, sin θ =

ejθ − e−jθ

2j
(41)

΄Αρα ουσιαστικά τα µιγαδικά εκθετικά είναι κι αυτά ηµίτονα (όταν ϐρίσκονται σε συζυγή Ϲεύγη). :-) Ας δούµε πως γίνεται
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αυτή η µετατροπή.

x(t) = X0 +
∞∑

k=−∞
Xke

j2πkf0t (42)

= X0 +
∞∑
k=1

Xke
j2πkf0t +

−1∑
k=−∞

Xke
j2πkf0t (43)

= X0 +
∞∑
k=1

Xke
j2πkf0t +

∞∑
k=1

X−ke
−j2πkf0t (44)

΄Οπως όµως είπαµε, µπορεί να αποδειχθεί ότι αν το σήµα είναι πραγµατικό, τότε οι συντελεστές Xk έρχονται σε συζυγή
Ϲεύγη, δηλ. X∗k = X−k. ΄Αρα

x(t) = X0 +

∞∑
k=1

Xke
j2πkf0t +

∞∑
k=1

X−ke
−j2πkf0t (45)

= X0 +

∞∑
k=1

Xke
j2πkf0t +

∞∑
k=1

X∗ke
−j2πkf0t (46)

΄Οµως

X∗k =
(
|Xk|ejφk

)∗
(47)

= |Xk|∗(ejφk)∗ (48)
= |Xk|e−jφk (49)

΄Αρα

x(t) = X0 +
∞∑
k=1

Xke
j2πkf0t +

∞∑
k=1

X∗ke
−j2πkf0t (50)

= X0 +
∞∑
k=1

|Xk|ejφkej2πkf0t +
∞∑
k=1

|Xk|e−jφke−j2πkf0t (51)

= X0 +
∞∑
k=1

|Xk|ej(2πkf0t+φk) +
∞∑
k=1

|Xk|e−j(2πkf0t+φk) (52)

= X0 +

+∞∑
k=1

|Xk|
(
ej(2πkf0t+φk) + e−j(2πkf0t+φk)

)
(53)

= X0 +

+∞∑
k=1

2|Xk| cos(2πkf0t+ φk) (54)

΄Αρα δείξαµε ότι κάθε πραγµατικό, περιοδικό σήµα x(t) µπορεί να γραφεί και ως άθροισµα ηµιτόνων µε πλάτος 2|Xk|,
συχνότητες kf0, και ϕάσεις φk. Το παραπάνω ανάπτυγµα λέγεται τριγωνοµετρική ή µονόπλευρη σειρά Fourier,
και δείχνει ξεκάθαρα πώς αναλύεται ένα οποιοδήποτε περιοδικό, πραγµατικό σήµα σε ένα άθροισµα από ηµίτονα ! �

2.1 Απόδειξη Σειράς Fourier

Γιατί όµως αυτά τα Xk δίνουν τους συντελεστές των µιγαδικών εκθετικών συχνότητας kf0; Πώς προέκυψαν αυτά τα
ολοκληρώµατα ; Ας το δούµε.
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΄Εστω ένα περιοδικό σήµα x(t) µε περίοδο T0, το οποίο ϑέλουµε να το γράψουµε ως

x(t) = X0 +

+∞∑
k=−∞

Xke
j2πkf0t (55)

δηλ. ως ένα άθροισµα µιας µέσης τιµήςX0 και µιγαδικών εκθετικών συχνότητας kf0, k ∈ Z. Ποιά είναι ταX0, Xk που
ικανοποιούν αυτήν την απαίτηση ; Η γενικότερη αντιµετώπιση τέτοιων προβληµάτων ανήκει στη ϑεωρία της προβολής
συναρτήσεων επάνω σε χώρους. Χωρίς να επεκταθούµε5, ας πολλαπλασιάσουµε και τα δυο µέλη της παραπάνω σχέσης
µε e−j2πlf0t, µε l ∈ Z − {0}, και έπειτα ας ολοκληρώσουµε σε µια περίοδο T0:∫ T0

0
x(t)e−j2πlf0tdt = X0

∫ T0

0
e−j2πlf0tdt+

+∞∑
k=−∞

Xk

∫ T0

0
e−j2πlf0tej2πkf0tdt (56)

= X0

∫ T0

0
e−j2πlf0tdt+

+∞∑
k=−∞

Xk

∫ T0

0
ej2π(k−l)f0tdt (57)

Εδώ µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε - χωρίς απόδειξη - τη σχέση της ορθογωνιότητας :

∫ T0

0
ej2π(k−l)f0t =


T0, k = l

0, k 6= l
(58)

΄Αρα τα ολοκληρώµατα στη Σχέση (57) ϑα γίνουν :∫ T0

0
e−j2πlf0tdt = 0 (59)

∫ T0

0
ej2π(k−l)f0tdt =


T0, k = l

0, k 6= l
(60)

Οπότε ∫ T0

0
x(t)e−j2πlf0tdt = X0

∫ T0

0
e−j2πlf0tdt+

+∞∑
k=−∞

Xk

∫ T0

0
ej2π(k−l)f0tdt (61)

= X0 × 0 +XkT0 (62)∫ T0

0
x(t)e−j2πlf0tdt

∣∣∣
l=k

= XkT0 (63)

και άρα τελικά

Xk =
1

T0

∫ T0

0
x(t)e−j2πkf0tdt (64)

Αντίστοιχα, για τον υπολογισµό του X0, απλά ολοκληρώνουµε σε διάστηµα µιας περιόδου, όµοια µε παραπάνω. ∆είξτε
εσείς τη Ϲητούµενη Σχέση (39) ως εξάσκηση ! :-) �

Πριν πάµε σε παραδείγµατα, ας ξεκινήσουµε πρώτα µερικές παρατηρήσεις σχετικά µε την ανάλυση σε σειρές
Fourier.

Παρατηρήσεις :

1. Ας ξεκινήσουµε απ΄το πιο σηµαντικό : ΟΛΕΣ οι συχνότητες της Σχέσης (37) είναι ΑΚΕΡΑΙΕΣ ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΕΣ
µιας συγκεκριµένης, της ϑεµελιώδους συχνότητας, που ορίζεται ώς το αντίστροφο της περιόδου του σήµατος. Αυτό
σηµαίνει ότι τα ϕάσµατα πλάτους και ϕάσης που - ϑα δούµε πως - προκύπτουν ϑα πρέπει να έχουν γραµµές
µόνο στις συχνότητες kf0, k ∈ Z, και πουθενά αλλού !

5Παρά µόνο διαισθητικά, σε παρατήρηση επόµενης σελίδας... για περισσότερες λεπτοµέρειες, δείτε τις διαλέξεις του διδάσκοντα.
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2. Το ολοκλήρωµα στη Σχέση (38) λέει ότι για να ϐρούµε τους συντελεστές Xk κάθε εκθετικού πρέπει να πολλα-
πλασιάσουµε το x(t) µε τις περίφηµες συναρτήσεις ϐάσης e−j2πkf0t και να ολοκληρώσουµε το αποτέλεσµα σε µια
περίοδο. Προσοχή ! Σε µια οποιαδήποτε περίοδο του σήµατος ! ΄Οχι απαραίτητα από 0 ως T0! ΄Οποιο διάστηµα
ϑέλετε µπορείτε να ϐάλετε στα άκρα του ολοκληρώµατος, όποιο σας ϐολεύει, ΑΡΚΕΙ να αποτελεί µια περίοδο του
σήµατος ! Περισσότερα για τους συντελεστές Fourier σε επόµενη παρατήρηση...

3. ΄Ισως παρατηρήσατε ότι, για πραγµατικά σήµατα, το X0 εξ΄ ορισµού δεν είναι τίποτα άλλο παρά το (αλγεβρικό)
εµβαδό µιας περιόδου του σήµατος. ΄Αρα το X0 είναι απλά η µέση τιµή του σήµατος. Πραγµατικός αριθµός
ΠΑΝΤΑ, για πραγµατικά σήµατα !

4. Αντίθετα, οι συντελεστές Xk, k 6= 0 δεν είναι απαραίτητα πραγµατικοί αριθµοί, συνήθως µάλιστα είναι µιγαδικοί.
Το είδαµε άλλωστε νωρίτερα, στα σήµατα που µελετήσαµε. Για το λόγο αυτό, οι συντελεστές Xk µπορούν - και
συνήθως πρέπει, γιατί µας ϐοηθά στη σχεδίαση των ϕασµάτων - να γραφούν σε πολική µορφή (µέτρο-ϕάση):

Xk = |Xk|ej∠Xk = |Xk|ejφk (65)

Το |Xk| - επανάληψη µήτηρ µαθήσεως - το λέµε µέτρο (είναι ΠΑΝΤΑ ϑετικό) και το ∠Xk = φk το λέµε ϕάση του
συντελεστή Xk. Η ϕάση ΠΑΝΤΑ εκφράζεται στο διάστηµα [−π, π). Υπάρχουν πολλές ιδιότητες σχετικά µε τους
συντελεστέςXk ανάλογα µε το είδος του σήµατος x(t). Για παράδειγµα, αν το σήµα είναι πραγµατικό, τότε ισχύει
ότι X∗k = X−k, δηλ. οι συντελεστές για αρνητικά k είναι απλά οι συζυγείς συντελεστές των ϑετικών k. Προσοχή !
Αυτό ισχύει µόνο για ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΑ, περιοδικά σήµατα x(t)!

2.2 ΄Υπαρξη Σειράς Fourier

Είπαµε πιο πριν ότι µπορούµε να γράψουµε ΣΧΕ∆ΟΝ οποιοδήποτε περιοδικό σήµα ως ανάπτυγµα σε Σειρά Fourier.
Ποιές είναι αυτές οι συνθήκες που καθορίζουν πότε µπορούµε να γράψουµε ένα περιοδικό σήµα ως σειρά Fourier και
πότε οχι ; Προφανώς τα σήµατα που δεν µπορούν να αναπτυχθούν κατά Fourier πρέπει να έχουν ένα ϐαθµό ‘‘ανωµαλίας
’’ :-) . Αν και από τη σκοπιά του µηχανικού δε µας ενδιαφέρουν τέτοια σήµατα, µια και υπάρχουν µόνο στη ϑεωρία,
ενδιαφέρον είναι να δούµε ποιές είναι οι συνθήκες που καθορίζουν την ύπαρξη ή όχι του αναπτύγµατος Fourier.

Υπάρχουν ∆ΥΟ ϐασικές συνθήκες για την ύπαρξη της σειράς Fourier.

1. Οι συντελεστέςXk πρέπει να εχουν πεπερασµένο µέτρο, δηλ. |Xk| <∞. Αυτό αποδεικνύεται ότι συµβαίνει µόνον
όταν ∫

T0

|x(t)|dt <∞ (66)

Η Σχέση 66 ονοµάζεται ασθενής συνθήκη του Dirichlet. Αν µια συνάρτηση x(t) ικανοποιεί την ασθενή συνθήκη
του Dirichlet, η ύπαρξη της σειράς Fourier είναι εγγυηµένη, αλλά µπορεί η σειρά να µη συγκλίνει σε κάθε
σηµείο. Για παράδειγµα, αν ένα σηµα x(t) απειρίζεται σε κάποιο σηµείο, τότε προφανώς κανένα άθροισµα
ηµιτόνων δεν µπορει να αναπαραστήσει αυτήν την περιοχή, οπότε η σειρά που ϑα αναπαριστά το σήµα ϑα είναι
‘‘προβληµατική’’ σε αυτήν την περιοχή, µε άλλα λόγια, δε ϑα συγκλίνει. Παρόµοια, αν ένα σήµα έχει άπειρα
σηµεία µεγιστου-ελαχίστου σε µια περίοδό του6. Αυτό σηµαίνει ότι οι συχνότητες που περιέχονται στο σήµα
τείνουν στο άπειρο και ∆ΕΝ έχουν συντελεστες Xk που ϕθίνουν κατά µέτρο, όσο f → ∞. ΄Ετσι, απαιτούµε µια
ακόµα συνθήκη.

2. Το σήµα x(t) πρέπει να εχει πεπερασµένο αριθµό µεγίστων και ελαχίστων σε µια περίοδό του, και πεπερασµένο
αριθµό πεπερασµένων ασυνεχειών σε µια περίοδό του. Αυτές οι δυο συνθήκες λέγονται ισχυρές συνθήκες του
Dirichlet. Αξίζει να σηµειωθεί οτι οποιοδήποτε σήµα µπορούµε να παράξουµε στο εργαστήριο ικανοποιεί τις
ισχυρές συνθήκες του Dirichlet, και άρα έχει σειρά Fourier που συγκλίνει. ΄Ετσι, στην πράξη, η ϕυσική ύπαρξη
του σήµατος ειναι µια ικανή και αναγκαία συνθήκη για την ύπαρξη της σειράς Fourier του. ;-)

6Είπαµε, αυτά τα σήµατα έχουν κάποιες ‘‘ανωµαλίες ’’ :-)
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2.3 Χαρακτηριστικά Παραδείγµατα

΄Εχοντας τις παραπάνω παρατηρήσεις υπόψη µας, ας δούµε τρια χαρακτηριστικά παραδείγµατα, πλήρως αναλυτικά.

2.3.1 Παράδειγµα 1:

Βρείτε το ανάπτυγµα σε Σειρά Fourier του περιοδικού σήµατος x(t) που ϕαίνεται στο Σχήµα 12.

....
....

t

 x(t)

A

-A

T0/2 T0-T0/2-T0 0

Σχήµα 12: Παράδειγµα 1 Ανάλυσης σε Σειρά Fourier.

Λύση:
Παρατηρούµε ότι η περίοδός του είναι ίση µε T0 (περιλαµβάνονται σε αυτή δυο παλµοί, ένας πάνω κι ένας κάτω). Αυτό
το σήµα λοιπόν γράφεται σε µια περίοδο ως

xT0(t) =


A, 0 ≤ t < T0/2

−A, 0 ≤ T0/2 < t ≤ T0
(67)

Θα έχουµε λοιπόν :

X0 =
1

T0

∫ T0

0
x(t)dt =

1

T0

∫ T0/2

0
Adt+

1

T0

∫ T0

T0/2
(−A)dt (68)

=
A

T0

∫ T0/2

0
dt− A

T0

∫ T0

T0/2
dt (69)

=
A

T0
t
∣∣∣T0/2
0
− A

T0
t
∣∣∣T0
T0/2

(70)

=
A

T0

(T0
2
− 0
)
− A

T0

(
T0 −

T0
2

)
(71)

=
A

2

T0
2
− A

T0
T0 +

A

T0

T0
2

(72)

=
A

2
−A+

A

2
(73)

= 0 (74)

που ήταν αναµενόµενο, καθώς έχουµε σε µια περίοδο δύο παλµούς ίσου εµβαδού (AT0/2) που ϐρίσκονται εκατέρωθεν
του οριζόντιου άξονα. Οπότε το συνολικό αλγεβρικό εµβαδό είναι µηδέν σε µια περίοδο.
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Επίσης,

Xk =
1

T0

∫ T0

0
x(t)e−j2πkf0tdt =

1

T0

∫ T0/2

0
Ae−j2πkf0tdt− 1

T0

∫ T0

T0/2
Ae−j2πkf0tdt (75)

=
A

T0

∫ T0/2

0
e−j2πkf0tdt− A

T0

∫ T0

T0/2
e−j2πkf0tdt (76)

=
A

T0

1

(−j2πkf0)
e−j2πkf0t

∣∣∣T0/2
0
− A

T0

1

(−j2πkf0)
e−j2πkf0t

∣∣∣T0
T0/2

(77)

=
A

T0

1

(−j2πkf0)
(e−j2πkf0

T0
2 − e0)− A

T0

1

(−j2πkf0)
(e−j2πkf0T0 − e−j2πkf0

T0
2 ) (78)

Ξέρουµε ότι f0T0 = 1, και µε αντικατάσταση έχουµε

Xk =
A

T0

1

(−j2πkf0)
(e−j2πkf0

T0
2 − e0)− A

T0

1

(−j2πkf0)
(e−j2πkf0T0 − e−j2πkf0

T0
2 ) (79)

= − A

j2kπ
(e−jkπ − 1) +

A

j2kπ
(e−j2kπ − e−jkπ) (80)

= − A

j2kπ
(e−jkπ − 1) +

A

j2kπ
(1− e−jkπ) (81)

=
A

j2kπ
(1− e−jkπ) + A

j2kπ
(1− e−jkπ) (82)

=
2A

j2kπ
(1− e−jkπ) (83)

=
A

jkπ
(1− e−jkπ) (84)

κι επειδή e−jkπ = (−1)k, έχουµε

Xk =
A

jkπ
(1− (−1)k) =


A

jkπ
(1− (−1)), k περιττά

0, k άρτια

=


2A

jkπ
, k περιττά

0, k άρτια

(85)

γιατί προφανώς το 1− (−1)k είναι µηδέν για k άρτια, και 2 για k περιττά. ΄Αρα τελικά, οι συντελεστές Xk είναι

Xk =


2A

jkπ
, k περιττά

0, k άρτια

=


2A

kπ
e−jπ/2, k περιττά

0, k άρτια

(86)

Οπότε σε πρώτη ϕάση, η σειρά Fourier µπορεί να γραφεί ως

x(t) =
+∞∑

k=−∞
Xke

j2πkf0t =
+∞∑

k=−∞
k 6=0

k περιττό

2A

kπ
e−jπ/2ej2πkf0t (87)

ή αλλιώς, περιλαµβάνοντας µόνο τα περιττά k,

x(t) =

+∞∑
k=−∞

(
2A

(2k − 1)π
e−jπ/2

)
ej2π(2k−1)f0t =

+∞∑
k=−∞

2A

(2k − 1)π
ej(2π(2k−1)f0t−π/2) (88)
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Αυτή λοιπόν είναι η εκθετική σειρά Fourier που αντιστοιχεί στο δεδοµένο περιοδικό σήµα x(t). Ας ϐρούµε και τη
µονόπλευρη σειρά Fourier.

x(t) = X0 +
+∞∑
k=1

2|Xk| cos(2πkf0t+ φk) (89)

=
A

2
+

+∞∑
k=1

k περιττά

4A

kπ
cos
(
2πkf0t−

π

2

)
(90)

=
A

2
+

+∞∑
k=1

4A

(2k − 1)π
sin(2π(2k − 1)f0t) (91)

΄Ενα άλλο ερώτηµα τώρα... µπορούµε να σχεδιάσουµε ϕάσµα πλάτους και ϕάσης από τους συντελεστές Xk που

ϐρήκαµε ; Κάποιος ϑα µπορούσε να πει ‘‘Βεβαίως, γιατί ξέρουµε ότι Xk =
2A

kπ
e−jπ/2, άρα το

2A

kπ
είναι το µέτρο, το

−π/2 είναι η ϕάση, άρα είναι σε µορφή µέτρο-ϕάση, οπότε είµαστε ΟΚ!’’

−7f0 −5f0 −3f0 7f0
0

2A/π

M
ag

ni
tu

de

Magnitude Spectrum

-π

−π/2

0

π/2

π

Ph
as

e 
(ra

d)

3f0 5f0 -f0       0  f0
Frequency (Hz)

         Phase Spectrum

−7f0 −5f0 −3f0 7f03f0 5f0-f0           0         f0 

Frequency (Hz)

Σχήµα 13: Φάσµα πλάτους και ϕάσης Παραδείγµατος 1.

Αυτό όµως είναι λάθος, γιατί το k στον παρονοµαστή του Xk µπορεί να πάρει και αρνητικές τιµές ! Αυτό σηµαίνει

ότι για κάποια k (τα k < 0), το
2A

kπ
ϑα λάβει αρνητικό πρόσηµο, οπότε δεν µπορεί να είναι πλέον µέτρο (δηλ. ϑετικό).
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Αυτό που πρέπει να κάνουµε είναι να διαχωρίσουµε τις καταστάσεις σε περιττά k > 0 και k < 0, στη σχέση του
Xk που ϐρήκαµε. Η ϕιλοσοφία είναι η ίδια µε αυτή όταν συζητούσαµε για αθροίσµατα ηµιτόνων και τους µιγαδικούς
συντελεστές τους. ΄Αρα ϑα πρέπει να δουλέψουµε ως εξής :

Xk =
2A

kπ
e−jπ/2 =


2A

kπ
e−jπ/2, k > 0, περιττά

2A

(−|k|)π
e−jπ/2, k < 0, περιττά

=


2A

kπ
e−jπ/2, k > 0, περιττά

− 2A

|k|π
e−jπ/2, k < 0, περιττά

(92)

=


2A

kπ
e−jπ/2, k > 0, περιττά

(−1) 2A
|k|π

e−jπ/2, k < 0, περιττά

=


2A

kπ
e−jπ/2, k > 0, περιττά

2A

|k|π
ejπe−jπ/2, k < 0, περιττά

(93)

=


2A

kπ
e−jπ/2, k > 0, περιττά

2A

|k|π
ejπ/2, k < 0, περιττά

(94)

Αυτό ήταν ! :-) Τώρα έχουµε πλέον τη µορφή µέτρου-ϕάσης που ϑέλουµε ! Το µέτρο είναι

|Xk| =
2A

|k|π
, k ∈ {±1,±3,±5,±7, · · · } (95)

X0 =
A

2
(96)

και η ϕάση είναι

∠Xk = φk =


−π
2
, k > 0 και περιττά

π

2
, k < 0 και περιττά

(97)

∠X0 = 0 (98)

΄Ετσι, ο σχεδιασµός του ϕάσµατος πλάτους και ϕάσµατος ϕάσης είναι τετριµµένη υπόθεση, αρκεί να ϐάλουµε µερικές
ενδεικτικές τιµές (λίγες) του k, στις παραπάνω σχέσεις και να λάβουµε τελικά ϕάσµατα όπως αυτό του Σχήµατος 13.

2.3.2 Παράδειγµα 2:

Αναπτύξτε σε σειρά Fourier το περιοδικό σήµα που περιγράφεται σε µια περίοδό του T0 ως

xT0(t) =


A, 0 < t ≤ T0

2

0, T0
2 < t ≤ T0

(99)

και ϕαίνεται στο Σχήµα 14.
Λύση:

Εφαρµόζοντας τις σχέσεις µας, ϑα έχουµε

X0 =
1

T0

∫ T0

0
x(t)dt =

1

T0

∫ T0

0
Adt (100)

=
A

T0

∫ T0/2

0
dt =

A

T0
t
∣∣∣T0/2
0

(101)

=
A

T0

(T0
2
− 0
)
=
AT0
2T0

(102)

=
A

2
(103)
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.... ....

t

 x(t)

A

T0/2 T0-T0/2-T0 0

Σχήµα 14: Περιοδικός Παλµός Παραδείγµατος 2.

Εναλλακτικά, ϑέλουµε το εµβαδό ενός παλµού µε ύψος A που ορίζεται στο [0, T0/2] και να το πολλαπλασιάσουµε µε
1/T0. Εµβαδό παραλληλογράµµου δηλαδή, ϐάση επί ύψος, άρα X0 = A × T0/2 = AT0/2, επί το συντελεστή 1/T0,
µας δίνει τελικά X0 = A/2, όπως ϐρήκαµε παραπάνω,. :-)

Επίσης,

Xk =
1

T0

∫ T0

0
x(t)e−j2πkf0tdt =

1

T0

∫ T0/2

0
Ae−j2πkf0tdt (104)

=
A

T0

∫ T0/2

0
e−j2πkf0tdt =

A

T0

1

(−j2πkf0)
e−j2πkf0t

∣∣∣T0/2
0

(105)

= − A

j2πk

(
e−j2πkf0

T0
2 − e0

)
= − A

j2πk

(
e−jπk − 1

)
(106)

=
A

j2πk
(1− e−jπk) (107)

΄Οµως,

e−jπk =
(
e−jπ

)k
= (−1)k (108)

άρα

Xk =
A

j2πk
(1− e−jπk) = A

j2πk
(1− (−1)k) (109)

Προφανώς το 1− (−1)k είναι µηδέν για k άρτια, και 1− (−1) = 2 για k περιττά. Οπότε

Xk =
A

j2πk
(1− (−1)k) =


A

jπk
, k περιττά

0, k άρτια

=


A

πk
e−jπ/2, k περιττά

0, k άρτια

(110)

΄Αρα καταλήγουµε ότι

x(t) =
A

2
+

+∞∑
k=−∞
k περιττό
k 6=0

A

πk
e−jπ/2ej2πkf0t =

A

2
+

+∞∑
k=−∞
k περιττό
k 6=0

A

πk
ej(2πkf0t−π/2) (111)

Η αντίστοιχη µονόπλευρη σειρά Fourier ϑα είναι
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Σχήµα 15: Φάσµα πλάτους και ϕάσης Παραδείγµατος 2.

x(t) =
A

2
+

+∞∑
k=−∞
k περιττό
k 6=0

A

πk
ej(2πkf0t−π/2) (112)

=
A

2
+

+∞∑
k=1

k περιττό

2A

πk
cos(2πkf0t− π/2) (113)

=
A

2
+

+∞∑
k=1

2A

π(2k − 1)
cos(2π(2k − 1)f0t− π/2) (114)

Μπορούµε τώρα να σχεδιάσουµε το ϕάσµα πλάτους και το ϕάσµα ϕάσης. Υπενθυµίζουµε ότι

Xk =
A

πk
e−jπ/2 (115)

και ότι όπως στο προηγούµενο παράδειγµα, το k µπορεί να πάρει και αρνητικές περιττές τιµές, οπότε πρέπει να το
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λάβουµε υπόψη µας στη γραφή κατά µέτρο-ϕάση. Είναι :

Xk =
A

kπ
e−jπ/2 =


A

kπ
e−jπ/2, k > 0, περιττά

A

(−|k|)π
e−jπ/2, k < 0, περιττά

=


A

kπ
e−jπ/2, k > 0, περιττά

− A

|k|π
e−jπ/2, k < 0, περιττά

(116)

=


A

kπ
e−jπ/2, k > 0, περιττά

(−1) A

|k|π
e−jπ/2, k < 0, περιττά

=


A

kπ
e−jπ/2, k > 0, περιττά

A

|k|π
ejπe−jπ/2, k < 0, περιττά

(117)

=


A

kπ
e−jπ/2, k > 0, περιττά

A

|k|π
ejπ/2, k < 0, περιττά

(118)

΄Αρα τελικά το µέτρο είναι

|Xk| =
A

|k|π
, k ∈ {±1,±3,±5,±7, · · · } (119)

και η ϕάση είναι

∠Xk = φk =


−π
2
, k > 0 και περιττά

π

2
, k < 0 και περιττά

(120)

΄Ετσι, ο σχεδιασµός του ϕάσµατος πλάτους και ϕάσµατος ϕάσης είναι τετριµµένη υπόθεση, αρκεί να ϐάλουµε µερικές
ενδεικτικές τιµές (λίγες) του k, στις παραπάνω σχέσεις και να λάβουµε τελικά ϕάσµατα όπως αυτό του Σχήµατος 15.

Προσέξτε ότι τα ϕάσµατα πλάτους και ϕάσης των Παραδειγµάτων 1 και 2 είναι ολόιδια, πλην της τιµής X0, που στο
Παράδειγµα 1 είναι X0 = 0 ενώ στο Παράδειγµα 2 είναι X0 = A

2 . Αυτό το γεγονός, πώς µεταφράζεται στο πεδίο του
χρόνου ; ∆ηλ. η µέση τιµήX0 πώς επιδρά στα σήµατα στο χρόνο ; Είναι απλό: η µέση τιµήX0 ‘‘ανεβάζει’’ ή ‘‘κατεβάζει’’
το σήµα x(t), ως προς τον άξονα y′y. Γι΄ αυτό και αν προσθέσετε το A

2 στο σήµα του Παραδείγµατος 1, ϑα πάρετε το
σήµα του Παραδείγµατος 2! :-)

2.3.3 Παράδειγµα 3:

Αναπτύξτε σε σειρά Fourier το περιοδικό σήµα που ϕαίνεται στο Σχήµα 16. Σας δίνεται ότι :

A

-A

...…

t
T0/2-T0/2 (1)

(2)

Σχήµα 16: Περιοδικό Σήµα Παραδείγµατος 3.
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∫
teatdt =

eat

a

(
t− 1

a

)
(121)

Λύση:
Επιλέγουµε ως περίοδο το διάστηµα [−T0/2, T0/2]. Η πλάγια ευθεία που ορίζεται εκεί περνάει από τα σηµεία
(0, 0), (T0/2, A), άρα ϑα έχει τη µορφή

y − 0 =
A− 0

T0/2− 0
(t− 0)⇐⇒ y =

2A

T0
t = x(t) (122)

΄Ετσι ϑα έχουµε

X0 =

∫ T0

0
x(t)dt =

∫ T0/2

−T0/2

2A

T0
tdt =

2A

T0

t2

2

∣∣∣T02
−T0

2

= 0 (123)

Εναλλακτικά, ϑέλουµε το εµβαδό του σήµατος σε µια περίοδο, επί 1/T0. Στο διάστηµα [−T0/2, T0/2], έχουµε δυο
ορθογώνια τρίγωνα (σηµειωµένα µε (1), (2) στο Σχήµα), που έχουν εµβαδό T0/2 × A = AT0

2 το καθένα. ΄Οµως το ένα
είναι κάτω από τον άξονα ενώ το άλλο επάνω, άρα το αλγεβρικό άθροισµα είναι µηδέν.

Επίσης,

Xk =
1

T0

∫ T0

0
x(t)e−j2πkf0tdt =

1

T0

∫ T0/2

−T0/2

2A

T0
te−j2πkf0tdt =

2A

T 2
0

∫ T0/2

−T0/2
te−j2πkf0tdt (124)

Με χρήση του δοσµένου ολοκληρώµατος, ϑα έχουµε

Xk =
2A

T 2
0

∫ T0/2

−T0/2
te−j2πkf0tdt =

2A

T 2
0

[
e−j2πkf0t

(−j2πkf0)

(
t− 1

(−j2πkf0)

)]T0/2
−T0/2

(125)

=
2A

T 2
0

(
− e−j2πkf0T0/2

j2πkf0

(T0
2

+
1

j2πkf0

)
+
ej2πkf0T0/2

j2πkf0

(
− T0

2
+

1

j2πkf0

))
(126)

Κάνοντας πράξεις, γνωρίζοντας ότι f0T0 = 1, και συµµαζεύοντας την κατάσταση :-) , έχουµε

Xk =
2A

T 2
0

e−jkπ

(−j2πkf0)

(T0
2

+
1

j2πkf0

)
+

2A

T 2
0

ejkπ

j2πkf0

( 1

j2πkf0
− T0

2

)
(127)

=
2A

T0

T0
2

(−1)k

(−j2πk)
+

2A

T0

1

j2πkf0

(−1)k

(−j2πk)
+

2A

T0

1

j2πkf0

(−1)k

j2πk
− 2A

T0

T0
2

(−1)k

j2πk
(128)

= −(−1)k

j2πk
− 2A

(−1)k

(j2πk)2
+ 2A

(−1)k

(j2πk)2
(129)

= −A(−1)k

jkπ
=

A

kπ
(−1)kejπ/2 (130)

Ουφ! Τελικά η πλήρης µορφή της δίπλευρης Σειράς Fourier ως

x(t) = X0 +

+∞∑
k=−∞
k 6=0

Xke
j2πkf0t (131)

=
+∞∑

k=−∞
k 6=0

A

kπ
(−1)kejπ/2ej2πkf0t (132)

=

+∞∑
k=−∞
k 6=0

A

kπ
(−1)kej(2πkf0t+π/2) (133)

Για να σχεδιάσουµε, τέλος, ϕάσµα πλάτους και ϕάσµα ϕάσης πρέπει να γράψουµε τους συντελεστές Xk σε µορφή
µέτρου-ϕάσης. Εδώ ϑέλει προσοχή, γιατί όχι µόνο το k στον παρονοµαστή, αλλά και το (−1)k του αριθµητή πρέπει να
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ληφθεί υπόψη. ΄Αρα

Xk =


A

kπ
ejπ/2, k άρτια

− A

kπ
ejπ/2, k περιττά

=


A

kπ
ejπ/2, k άρτια

A

kπ
e−jπejπ/2, k περιττά

=


A

kπ
ejπ/2, k άρτια

A

kπ
e−jπ/2, k περιττά

(134)

=



A

kπ
ejπ/2, k άρτια , ϑετικά

A

kπ
e−jπ/2, k περιττά , ϑετικά

− A

|k|π
ejπ/2, k άρτια , αρνητικά

− A

|k|π
e−jπ/2, k περιττά , αρνητικά

=



A

kπ
ejπ/2, k άρτια , ϑετικά

A

kπ
e−jπ/2, k περιττά , ϑετικά

A

|k|π
e−jπejπ/2, k άρτια , αρνητικά

A

|k|π
ejπe−jπ/2, k περιττά , αρνητικά

(135)

=



A

kπ
ejπ/2, k άρτια , ϑετικά

A

kπ
e−jπ/2, k περιττά , ϑετικά

A

|k|π
e−jπejπ/2, k άρτια , αρνητικά

A

|k|π
ejπe−jπ/2, k περιττά , αρνητικά

=



A

kπ
ejπ/2, k άρτια , ϑετικά

A

kπ
e−jπ/2, k περιττά , ϑετικά

A

|k|π
e−jπ/2, k άρτια , αρνητικά

A

|k|π
ejπ/2, k περιττά , αρνητικά

(136)

Τώρα πλέον είναι εµφανές ότι

|Xk| =
A

|k|π
, k ∈ Z − {0} (137)

και

∠Xk = φk =


π

2
, k > 0 και άρτια, k < 0 και περιττά

−π
2
, k > 0 και περιττά, k < 0 και άρτια

(138)

Οπότε το ϕάσµα πλάτους και το ϕάσµα ϕάσης ϕαίνεται στο Σχήµα 17.

2.4 Μερικές ακόµα παρατηρήσεις

1. Τα µαθηµατικά που περιγράφουν την ανάλυση Fourier πρέπει να σας είναι ξεκάθαρα, σαν απλά µαθηµατικά.
Το πρόβληµα είναι ότι δεν πρέπει να αρκείστε σε αυτό. Πρέπει να καταλάβετε πώς αυτά ερµηνεύονται απ΄τη
σκοπιά του µηχανικού. ∆είξαµε ότι κάθε πραγµατικό, περιοδικό σήµα µπορεί να γραφεί στη µορφή µονόπλευρου
αναπτύγµατος σε σειρά Fourier ως

x(t) = A0 +
∞∑
k=1

Ak cos(2πkf0t+ φk) (139)

όπου A0 = X0, Ak = 2|Xk|, και φk = ∠Xk. Είναι προφανές ότι η Σχέση (139) προκύπτει ΑΜΕΣΑ, αν έχουµε
ϐρει όλους τους αγνώστους της Σχέσης (37). ;-) Αυτή η σχέση είναι ΠΛΗΡΩΣ ισοδύναµη µε την αντίστοιχη σχέση
των εκθετικών. Μάλιστα υπάρχουν τύποι για τον υπολογισµό των Ak χωρίς τη χρήση του Xk.
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Σχήµα 17: Φάσµα πλάτους και ϕάσης Παραδείγµατος 3.

2. Πώς προέκυψαν αυτοί οι τύποι όµως ; Ειδικά οι τύποι µε τα ολοκληρώµατα των Xk είναι αρκετά περίεργοι.
Τι σηµαίνουν ; Γιατί εκείνα τα ολοκληρώµατα δίνουν τους συντελεστές Xk; Γιατί πολλαπλασιάζουµε το x(t) µε
e−j2πkf0t και µετά ολοκληρώνουµε ; Η απάντηση δίνεται από την έννοια της προβολής σήµατος σε έναν χώρο
σηµάτων. ΄Εχετε δει τη ϕιλοσοφία αυτής της προσέγγισης στις διαλέξεις.

Αν ϑέλαµε να περιγράψουµε διαισθητικά την ανάλυση Fourier (όχι µόνο τη Σειρά, αλλά και κάθε άλλη συχνοτική
ανάλυση που ϑα δούµε), τότε µια ταιριαστή αναλογία είναι αυτή της συνταγής ενός ανάµεικτου χυµού ϕρούτων !
:-) Το ολοκλήρωµα Xk παίρνει το χυµό (x(t)) και µας ϐρίσκει τη ‘‘συνταγή’’. Πώς ; Περνά το χυµό (x(t)) µέσα
από µια σειρά από k ϕίλτρα (e−j2πkf0t), όπου το κάθε ϕίλτρο κρατά µόνο ένα συστατικό του χυµού και µας λέει
µάλιστα και την ποσότητα (Xk) που υπάρχει ! Η διαδικασία όµως πρέπει να είναι αναστρέψιµη, δηλ. πρέπει
να µπορούµε αναµειγνύοντας ξανά τα συστατικά (ej2πkf0t) στις σωστές ποσότητες (Xk) να πάρουµε πίσω το χυµό
(x(t)) : αυτό το αναλαµβάνει το άθροισµα της σειράς Fourier!

Για να µπορεί όµως να ισχύσει µια τέτοια διαδικασία πρέπει :

(αʹ) Τα ϕίλτρα να είναι ανεξάρτητα: το ϕίλτρο που ‘‘πιάνει’’ το χυµό µπανάνα πρέπει να πιάνει µόνο χυµό
µπανάνας, και τίποτε άλλο. Αν περάσουµε από το ϕίλτρο αυτό µερικά πορτοκάλια, η ένδειξη ϑα πρέπει
να δείχνει µηδέν. Αυτό, στην ορολογία των µαθηµατικών εξασφαλίζεται από τη γραµµική ανεξαρτησία των
συναρτήσεων e−j2πkf0t. Γνωρίζετε από τη Γραµµική ΄Αλγεβρα την έννοια της ανεξαρτησίας : σε ένα σύνολο
διανυσµάτων, ένα οποιοδήποτε από αυτά δεν µπορεί να γραφεί ως γραµµικός συνδυασµός των υπολοίπων.
Στα δικά µας ενδιαφέροντα, η έννοια αυτή σηµαίνει ότι ένα µιγαδικό εκθετικό e−j2πkf0t πρέπει να µην
περιέχει πληροφορία για το µιγαδικό εκθετικό e−j2π(k+1)f0t, που πράγµατι συµβαίνει, γιατί τα µιγαδικά
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εκθετικά είναι ορθογώνια µεταξύ τους7

(ϐʹ) Τα ϕίλτρα πρέπει να είναι πλήρη: τα ϕίλτρα µας πρέπει να ‘‘πιάνουν’’ µέχρι και το τελευταίο συστατικό
του χυµού. ∆ε ϑα µπορέσουµε ποτέ να ϕτιάξουµε τον αρχικό χυµό (x(t)) αν π.χ. λείπει το ϕίλτρο για το χυµό
ϱοδάκινο. :-) Αυτό εξασφαλίζεται από το ότι η προβολή του σήµατος x(t) γίνεται επάνω σε κάθε συχνότητα
πολλαπλάσια της ϑεµελιώδους.

(γʹ) Τα συστατικά πρέπει να είναι ‘‘συνδυάσιµα’’: Τα συστατικά πρέπει να δίνουν το ίδιο αποτέλεσµα ανε-
ξαρτήτως της σειράς µε την οποία συνδυάζονται.

3. Μετά από το παραπάνω πολύ διαισθητικό παράδειγµα, ας πάµε λίγο στην πραγµατικότητα ! :-) ΄Εστω οτι αναλύ-
ουµε ένα περιοδικό σήµα x(t), και ένας συντελεστής Fourier είναι X3 = 2ejπ/4, τότε αυτό τι µας λέει ; ∆εδοµένου
ότι το περιοδικό σήµα συντίθεται από µιγαδικά εκθετικά ως

x(t) = X0 +
∞∑

k=−∞
Xke

j2πkf0t (141)

ο προαναφερθέντας συντελεστής µας λέει ότι το εκθετικό ej2π3f0t συνεισφέρει στη σύνθεση του σήµατος µε πλάτος
2 και ϕάση π/4. Αν αυτό σας ϕαντάζει κάπως δυσνόητο (αν και δε ϑα έπρεπε), τότε αφού το σήµα ειναι πραγµατικό,
ϑα έχει και ένα συντελεστή X∗3 = 2e−jπ/4. Αν προσθέσουµε τα εκθετικά X3e

j2π3f0t +X∗3e
−j2π3f0t ϑα έχουµε:

X3e
j2π3f0t +X∗3e

−j2π3f0t = 2ej(2π3f0t+π/4) + 2e−j(2π3f0t+π/4) = 4 cos(2π3f0t+ π/4) (142)

Αυτό ξεκάθαρα δηλώνει ότι το περιοδικό σήµα που αναλύουµε περιέχει τον όρο 4 cos(2π3f0t + π/4), µε άλλα
λόγια, για να κατασκευάσουµε το σήµα που αναλύουµε είναι αναγκαίο να χρησιµοποιήσουµε ένα ηµίτονο µε
συχνότητα f3 = 3f0, πλάτος A = 4, και ϕάση φ = π/4 (µεταξύ άλλων ηµιτονων, πιθανότατα). ΄Ετσι λοιπόν, τώρα
σας ειναι ξεκάθαρο τι ακριβώς σηµαίνουν οι συντελεστές Fourier όσον αφορά τη σηµασια τους στην ανάλυση και
στη σύνθεση.

4. Φυσικά παρατηρείτε ότι η σειρά Fourier αποτελείται από άπειρα εκθετικά (ή ηµίτονα). Στην πράξη, δεν µπορούµε
να έχουµε άπειρα ηµίτονα. Αναγκαστικά κρατάµε έναν αριθµό από αυτά. ∆είτε παρακάτω τη σχετική παράγραφο
Σειρές Fourier στην πράξη, για το πως η πρόσθεση όλων αυτών των ηµιτόνων δίνει το αρχικό, περιοδικό σήµα.
Το Σχήµα 18 δείχνει ένα πολύ γνωστό σας - πλέον :-) - σήµα και το πώς αυτό προσεγγίζεται σιγά σιγά από το

Σχήµα 18: Ανάλυση πραγµατικού σήµατος σε ηµίτονα

άθροισµα των ηµιτόνων, τα οποία έχουν συχνότητες πολλαπλάσιες της f0, η οποία σχετίζεται µε την περίοδο του
σήµατος ως T0 = 1/f0. Παρατηρήστε ότι στα άκρα του παλµού υπάρχει µια ταλάντωση. Αυτή η ταλάντωση
ονοµάζεται ϕαινόµενο Gibbs και δεν εξαλείφεται στην πράξη, λόγω του ότι πάντα χρησιµοποιούµε πεπερασµένο

7Ορθογώνια λέγονται δυο σήµατα για τα οποία ισχύει η σχέση∫
f(t)x(t)dt = 0 (140)
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αριθµό ηµιτόνων για να προσεγγίσουµε το περιοδικό σήµα. Οφείλεται στο γεγονός ότι η ασυνέχεια του παλµού
(αυτές οι ακαριαίες άνοδοι και κάθοδοι του περιοδικού σήµατος) δεν µπορεί να προσεγγιστεί από πεπερασµένο
αριθµό συνεχών συναρτήσεων (ηµίτονα).

5. Η ανάλυση σε σειρές Fourier εφαρµόζεται σε περιοδικά σήµατα, δηλ. σε σήµατα άπειρης διάρκειας που έχουν
το χαρακτήρα της περιοδικότητας. Αυτά τα σήµατα λέγονται σήµατα ισχύος, διότι έχουν πεπερασµένη ισχύ και
άπειρη ενέργεια.

6. Τέλος, είδαµε ότι µια ϐολική αναπαράσταση της ανάλυσης σε σειρές Fourier είναι η σχεδίαση του ϕάσµατος πλά-
τους και του ϕάσµατος ϕάσης. Οι ϕασµατικές αναπαραστάσεις (και οι δυο µαζί) µας δίνουν ΟΛΗ την απαραίτητη
πληροφορία για το περιοδικό σήµα. Με άλλα λόγια, αν έχουµε τις ϕασµατικές αναπαραστάσεις, µπορούµε να
γράψουµε την σειρά Fourier που αυτές αντιπροσωπεύουν. Σηµαντικό : Θυµίζεται ότι στο ϕάσµα πλάτους αναπα-
ϱιστούµε το |Xk|, δηλ. το πως αλλάζει το πλάτος των συντελεστών ανά συχνότητα, ενώ στο ϕάσµα ϕάσης το ∠Xk,
που δηλώνει το πως αλλάζει η ϕάση των συντελεστών ανά συχνότητα. Για παράδειγµα, στο Σχήµα 19, ϐλέπετε
το ϕάσµα πλάτους και ϕάσµα ϕάσης ενός περιοδικού σήµατος. Βλέπετε ότι οι µπλε τιµές του |Xk| αντιστοιχούν
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Σχήµα 19: Φάσµα πλάτους (πάνω) και ϕάσµα ϕάσης (κάτω) ενός περιοδικού σήµατος

στα αρνητικά k, ενώ οι κόκκινες τιµές του |Xk| αντιστοιχούν στα ϑετικά k. Η πράσινη τιµή είναι η µέση τιµή
του σήµατος, το X0. ΄Οµοια και για τις τιµές της ϕάσης, ∠Xk. Βλέπετε ότι για τις τιµές k = ±k0, οι τιµές
του ϕάσµατος |Xk0 | είναι ίδιες, και οι τιµές του ϕάσµατος ϕάσης ∠Xk0 είναι αντίθετες. ΄Αρα τα ϕάσµατα αυτά
αντιστοιχούν σε πραγµατικό σήµα, γιατί ικανοποιούν την ιδιότητα X∗k = X−k. Θυµίζεται ότι ένα πραγµατικό
σήµα έχει άρτιο ϕάσµα πλάτους και περιττό ϕάσµα ϕάσης. ;-)

7. Προσέξτε ότι το µέτρο των συντελεστών Fourier, |Xk|, είναι σταθερό ή ϕθίνει και τείνει στο 0 όσο το k → +∞.
Αυτό είναι ΚΑΝΟΝΑΣ στο ϕάσµα πλάτους, όταν έχουµε άπειραXk. ∆ε ϑα µπορούσαν τα |Xk| να αυξάνονται, γιατί
ένα τέτοιο άθροισµα |Xk| ϑα έδινε συνολικά άπειρο πλάτος στο περιοδικό σήµα. ΄Εχοντας αυτό στο µυαλό σας,
και την προηγούµενη παρατήρηση, µπορείτε να ελέγχετε τις απαντήσεις σας στο ϕάσµα πλάτους σε ϑεωρητικές
ασκήσεις. Τονίζεται ότι το παραπάνω ισχύει όταν αναλύουµε ένα περιοδικό σήµα σε ΑΠΕΙΡΑ ηµίτονα. ΄Οταν π.χ.
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έχουµε ένα άθροισµα

x(t) = A0 +
N∑
k=1

Ak cos(2πkf0t+ φk) (143)

ή

x(t) =

N∑
k=−N

Xke
j2πkf0t (144)

τότε έχουµε πεπερασµένου πλήθους ηµίτονα (N στην πρώτη περίπτωση, πόσα στη δεύτερη ; – quiz – :-) ), άρα ταAk
ή ταXk µπορούν να έχουν όποια κατανοµή ϑέλουν, όσο αυξάνει το k. Φυσικά αν αυτά τα N ηµίτονα προέρχονται
ως προσέγγιση άπειρου πλήθους ηµιτόνων, προφανώς ϑα ακολουθούν την κατανοµή που συζητήσαµε (σταθερό
ή ϕθίνον πλάτος |Xk|).

8. Σίγουρα ένα στοιχείο που ϑα σας ξενίζει αρκετά είναι αυτό των αρνητικών συχνοτήτων στα εκθετικά. Ξέρουµε
ότι συχνότητα είναι ο αριθµός επαναλήψεων ενός σήµατος στη µονάδα του χρόνου, και αναµφίβολα αυτός ο
αριθµός είναι µια ϑετική ποσότητα. ∆εν µπορούµε να έχουµε f0 = −4 επαναλήψεις ανά δευτερόλεπτο ! :-) Πώς
ερµηνεύεται µια αρνητική συχνότητα ; Χρησιµοποιώντας µια γνωστή ταυτότητα, µπορούµε να εκφράσουµε ένα
ηµίτονο αρνητικής συχνότητας −f0 ως

cos(−2πf0t+ θ) = cos(−(2πf0t− θ)) = cos(2πf0t− θ) (145)

Αυτή η εξίσωση δείχνει καθαρά ότι η συχνότητα του ηµιτόνου είναι |f0|, και είναι ϑετική. Πώς τώρα όµως
ερµηνεύουµε τις ϕασµατικές γραµµές στις αρνητικές συχνότητες ; ΄Ενας ασφαλής τρόπος είναι να πούµε απλά
ότι το ϕάσµα είναι µια γραφική αναπαράσταση των συντελεστών |Xk| συναρτήσει του f . Η παρουσία αρνητικών
συχνοτήτων απλά σηµαίνει ότι υπάρχει ένα εκθετικό µιας τέτοιας αρνητικής συχνότητας στη σειρά Fourier που
αναλύουµε. Απλό, έτσι δεν είναι ; :-D Επίσης, έχετε υπόψη σας ότι δυο εκθετικά στις συχνότητες 2πkf0 και
−2πkf0, ιδίου µέτρου A, δίνουν ένα ηµίτονο πλάτους 2A στη συχνότητα 2πkf0.

9. Ας πούµε και δυο κουβέντες για το περίφηµο ϑεώρηµα του Parseval. Ας ξαναγράψουµε εδώ τις αναπαραστάσεις
κατά Fourier που έχουµε δει :

x(t) = A0 +
∞∑
k=1

Ak cos(2πkf0t+ φk) (146)

x(t) = X0 +

∞∑
k=−∞,k 6=0

Xke
j2πkf0t (147)

Ας δούµε τη Σχέση (146) πρώτα. Κάθε όρος στο δεξιό µέρος είναι ένα περιοδικό σήµα, δηλ. ένα σήµα ισχύος.
Αποδεικνύεται ότι η ισχύς του αθροίσµατος συνηµιτόνων ισούται µε το άθροισµα των ισχύων των επιµέρους
συνηµιτόνων. ΄Αρα η ισχύς του x(t) είναι ίση µε το άθροισµα των επιµέρους ισχύων των συνηµιτόνων που το
αποτελούν. Αυτό σηµαίνει ότι

Px = A2
0 +

∞∑
k=1

A2
k

2
(148)

και αναφέρεται στη ϐιβλιογραφία ως το ϑεώρηµα του Parseval: δηλώνει ότι η ισχύς ενός περιοδικού σήµατος
είναι ίση µε το άθροισµα των ισχύων των συντελεστών Fourier. Φυσικά µπορούµε να γράψουµε το ίδιο και για το
εκθετικό ανάπτυγµα Fourier:

x(t) = X0 +

∞∑
k=−∞,k 6=0

Xke
j2πkf0t ⇒ Px =

∞∑
k=−∞

|Xk|2 (149)

10. Τελευταία παρατήρηση, διασκεδαστικής και ιστορικής ϕύσεως.... τα ‘‘Στοιχεία’’ του Αλεξανδρινού µαθηµατικού
Ευκλείδη είναι ένα από τα σηµαντικότερα µαθηµατικά έργα στην ιστορία της ανθρωπότητας. Η µελέτη και
εµπέδωση των 13 ϐιβλίων των ‘‘Στοιχείων’’ ήταν και παραµένει Ϲόρικη υπόθεση ! :-) Κάποια στιγµή, ο ϐασιλιάς



Εφαρµοσµένα Μαθηµατικά για Μηχανικούς - 2015/16 29

της Αλεξάνδρειας, Πτολεµαίος ο Α΄, Ϲήτησε από τον Ευκλείδη έναν τρόπο να µάθει Γεωµετρία πιο εύκολο από τη
µελέτη των ‘‘Στοιχείων’’. Η απάντηση του µεγάλου µαθηµατικού ήταν λακωνική, σαφής, και έµεινε στην Ιστορία :
‘‘∆εν υπάρχει ϐασιλική οδός για τη Γεωµετρία !’’.

Αν λοιπόν Ϲούσε σήµερα ο J. B. Fourier, και τον ϱωτούσατε ποιός είναι ο πιο εύκολος τρόπος να µάθετε Σειρές
Fourier, ϑα σας απαντούσε όπως ο µεγάλος µαθηµατικός της Αρχαιότητας : ‘‘∆εν υπάρχει εύκολος δρόµος για τις
Σειρές Fourier!’’. Αυτό σηµαίνει ότι για τις Σειρές Fourier απαιτείται αρκετή εξάσκηση!

3 Ιδιότητες Σειρών Fourier

Υπάρχουν πολλές χρήσιµες ιδιότητες των σειρών Fourier, που ϑα σας λύσουν τα χέρια σε πολλές εφαρµογές. Ο
Πίνακας 1 απεικονίζει τις περισσότερες, χωρίς απόδειξη (οι περισσότερες, αν όχι όλες, αποδεικνύονται µε χρήση του
ορισµού).

Ιδιότητες σειρών Fourier
Ιδιότητα Περιοδικό σήµα Συντελεστές Fourier

x(t) περιοδικό µε περίοδο T0 Xk

y(t) περιοδικό µε περίοδο T0 Yk
Γραµµικότητα Ax(t) +By(t) AXk +BYk

Χρονική µετατόπιηση x(t− t0) Xke
−j2πkf0t0

Μετατόπιση στη συχνότητα ej2πkf0Mtx(t) Xk−M
Συζυγές σήµα στο χρόνο x∗(t) X∗−k
Αντιστροφή στο χρόνο x(−t) X−k
Στάθµιση στο χρόνο x(at), a > 0 Xk, µε περίοδο T0/a

Περιοδική συνέλιξη
∫
T0

x(τ)y(t− τ)dτ T0XkYk

Πολλαπλασιασµός x(t)y(t)

∞∑
l=−∞

XlYk−l

Παραγώγιση
dx(t)

dt
j2πkf0Xk

Ολοκλήρωση
∫ t

−∞
x(τ)dτ

Xk

j2πkf0

Συζυγής συµµετρία x(t) πραγµατικό


Xk = X∗−k,

<{Xk} = <{X−k},
={Xk} = −={X−k},
|Xk| = |X−k|,
∠Xk = −∠X−k

΄Αρτιο µέρος xe(t) = Ev{x(t)}, x(t) πραγµατικό <{Xk}
Περιττό µέρος xo(t) = Od{x(t)}, x(t) πραγµατικό j={Xk}

Θεώρηµα του Parseval
1

T0

∫
T0

|x(t)|2dt
∞∑

k=−∞
|Xk|2

Πίνακας 1: Πίνακας Ιδιοτήτων των σειρών Fourier

4 Οι σειρές Fourier στην πράξη

Η παράγραφος αυτή δεν έχει σκοπό τόσο να σας δείξει πώς αναπτύσσεται ϑεωρητικά ένα περιοδικό σήµα σε Σειρά
Fourier, αλλά να δείξει πώς σχηµατίζεται ένα περιοδικό σήµα από τα ηµίτονα της Σειράς Fourier, καθώς και τι
εννοούµε όταν λέµε ότι ένα σήµα περιέχει κάποιες συχνότητες.
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΄Εστω λοιπόν το περιοδικό σήµα x(t) που περιγράφεται σε µια περίοδό του T0 ως:

x(t) =

{
2A, 0 ≤ t < T0

2

A, T0
2 ≤ t < T0

το οποίο ϑέλουµε να το αναπτύξουµε σε σειρά Fourier. Τέσσερις περίοδοι του σχήµατος αυτού ϕαίνονται παρακάτω,
στο Σχήµα 20. Αποδείξτε µόνοι σας - εξάσκηση ! :-) - ότι :
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Σχήµα 20: Τέσσερις περίοδοι ενός περιοδικού σήµατος

X0 =
3A

2
, Xk =

A

2πk
e−j

π
2 (1− (−1)k) =

{
A
πke
−j π

2 , k περιττός
0, k άρτιος

(150)

΄Εστω λοιπόν ότι αποδείξατε τα παραπάνω. :-) ΄Ετσι, το περιοδικό σήµα που συζητάµε αναπτύσσεται σε σειρά Fourier
ως εξής :

x(t) =
3A

2
+

+∞∑
k=−∞
k περιττός

A

πk
e−j

π
2 ej2πkf0t =

3A

2
+

+∞∑
l=1

2A

π(2l − 1)
cos
(
2π(2l − 1)f0t−

π

2

)
(151)

(ουσιαστικά ϑέσαµε παραπάνω k = 2l− 1. Ο συµβολισµός µε το l αντί για k έγινε για να µπορούµε να ξεχωρίζουµε σε
ποιό δείκτη αναφερόµαστε στη διάρκεια του κειµένου - δεν είναι λάθος να κρατήσουµε το δείκτη k παντού).

Θα χρησιµοποιήσουµε MATLAB για να δούµε πως σχηµατίζεται το σήµα από το άθροισµα αυτών των συνηµιτόνων.
Για πρακτικούς λόγους, ας ορίσουµε ότι A = 2 και T0 = 2 ⇒ f0 = 1

2 Hz. Γράφοντας κατάλληλο κώδικα, ας δούµε
πως σχηµατίζεται σιγά σιγά το περιοδικό σήµα µας από το άθροισµα αυτών των συνηµιτόνων που ϐρήκαµε παραπάνω.
Προτού το δούµε αυτό, ας δούµε ένα-ένα τα πρώτα λίγα συνηµίτονα του παραπάνω αθροίσµατος στα Σχήµατα 21.

΄Ολα αυτά τα συνηµίτονα έχουν συχνότητα ακέραια πολλαπλάσια της ϑεµελιώδους συχνότητας f0 = 0.5 Hz. Βλέπετε
ότι όσο προχωράµε προς τις υψηλότερες αρµονικές συχνότητες, τόσο η συχνότητα των συνηµιτόνων µεγαλώνει και το
πλάτος τους ϕθίνει. Λογικό, αν σκεφτούµε αυτό που µόλις είπαµε για τις αρµονικές και την παρατήρηση για τα πλάτη
σε προηγούµενη παράγραφο. Το πρώτο συνηµίτονο του αθροίσµατος έχει συχνότητα (2l − 1)f0 = (2× 1− 1)f0 = f0,
το δεύτερο έχει συχνότητα (2× 2− 1)f0 = 3f0, το τρίτο 5f0, ..., το 21ο έχει συχνότητα 41f0.

Βλέπετε ότι οι συχνότητες είναι επίσης περιττές ακέραιες πολλαπλάσεις της ϑεµελιώδους. Είναι αναµενόµενο, µιας
και είδαµε παραπάνω ότι το ανάπτυγµά µας αποτελείται µόνο από περιττά k. Τα άρτια k έχουν πλάτος µηδέν, άρα τα
αντίστοιχα συνηµίτονα είναι µηδενικά - προσέξτε, µιλάµε για τα k, όχι για τα l, τα οποία παίρνουν όλες τις ακέραιες
τιµές αλλά δίνουν µόνο περιττά k!

Προσοχή ξανά όµως ! :-) ΄Οταν µιλάµε για αρµονικές συχνότητες και για τα αντίστοιχα συνηµίτονα, αναφερόµαστε
στις ακέραιες πολλαπλάσεις της ϑεµελιώδους, άσχετα αν το αντίστοιχο πλάτος του συνηµιτόνου είναι µηδέν ! ∆ηλ. για
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Σχήµα 21: Συνηµίτονα που συνθέτουν το περιοδικό σήµα.

παράδειγµα, η πρώτη αρµονική έχει πλάτος 4
π και συχνότητα f0, η δεύτερη έχει πλάτος µηδέν και συχνότητα 2f0,

η τρίτη αρµονική έχει πλάτος 4
3π και συχνότητα 3f0, η τέταρτη έχει πλάτος µηδέν και συχνότητα 4f0, η πέµπτη έχει

πλάτος 4
5π και συχνότητα 5f0, κ.ο.κ.

Τέλος, αν υπολογίσετε τα πλάτη των παραπάνω συνηµιτόνων από τον τύπο της σειράς Fourier, ϑα ϐρείτε αντίστοιχα
4
π = 1.2732, 4

3π = 0.4244, 4
5π = 0.2546, 4

7π = 0.1819, 4
41π = 0.0311, που συµβαδίζουν απόλυτα µε τα πλάτη των

συνηµιτόνων στα παραπάνω σχήµατα.
Οπότε αυτό που µας λέει η ϑεωρία των σειρών Fourier είναι ότι αν αθροίσουµε ΟΛΑ αυτά τα συνηµίτονα (και

προσθέσουµε στο τέλος και τη µέση τιµή X0) το αποτέλεσµα που ϑα πάρουµε ϑα είναι ίδιο κι απαράλλακτο µε το
περιοδικό σήµα που είχαµε εξ΄ αρχής ! Φυσικά για να είναι απόλυτα ίδιο, πρέπει να αθροίσουµε άπειρα συνηµίτονα –
έτσι λέει η ϑεωρία. Στην πράξη ϕυσικά αυτό δεν µπορεί να γίνει. Θα αθροίσουµε κάποια από αυτά, όσα ϑέλουµε εµείς,
µε ϐάση κάποιο οπτικό, µαθηµατικό, ή άλλο κριτήριο. Αυτό σηµαίνει ότι το σήµα που ϑα πάρουµε ϑα έχει κάποιες
διαφορές µε το αρχικό. Το πόσο µεγάλες ϑα είναι, εξαρτάται από το πλήθος των συνηµιτόνων που ϑα αθροίσουµε. Ας
ξεκινήσουµε λοιπόν να αθροίζουµε ένα-ένα τα συνηµίτονα για να δούµε πώς σχηµατίζεται το αρχικό σήµα. ∆είτε το
αποτέλεσµα στα Σχήµατα 22. ∆είτε και το Σχήµα 23. Βλέπετε ότι για περίπου 1000 αρµονικές (δηλ. 500 µη µηδενικά
συνηµίτονα) συν τη µέση τιµή X0, το αποτέλεσµα είναι ολόιδιο στο µάτι µε το αρχικό σήµα - στην ουσία δεν είναι όµως.

Τώρα λοιπόν είναι πια ξεκάθαρο γιατί η ανάλυση σε σειρές Fourier µας δίνει την απάντηση για το ποιό είναι το
συχνοτικό περιεχόµενο ενός σήµατος, δηλ. µε άλλα λόγια ποιές συχνότητες περιέχει ένα σήµα. Περιέχει αυτές τις
συχνότητες των οποίων τα συνηµίτονα έχουν µη µηδενικό πλάτος στο ανάπτυγµα κατά Fourier, δηλ. στο παράδειγµά
µας τις συχνότητες f0, 3f0, 5f0, · · · = 0.5, 1.5, 2.5, · · · Hz.

Βάσει αυτών, µπορούµε εύκολα να σχεδιάσουµε αµφίπλευρο ϕάσµα πλάτους και ϕάσµα ϕάσης, µια και έχουµε
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Σχήµα 22: Σύνθεση σήµατος από συνηµίτονα.
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Σχήµα 23: Σύνθεση σήµατος από πολλά ηµίτονα, και τελικό σήµα.

την εκθετική αναπαράσταση του αναπτύγµατος. Το πλάτος Xk είναι ίσο µε Xk =
A
πke
−j π

2 , για περιττά k. ΄Αρα ϑέτοντας
περιττές τιµές στο k, έχουµε τα αντίστοιχα πλάτη για τις περιττές συχνότητες f0, 3f0, 5f0, · · · . Προσοχή όµως, γιατί
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αφού το πλάτος Xk είναι µιγαδικός αριθµός, ϑα πρέπει στο ϕάσµα πλάτους να ϐάλετε το |Xk|. ΄Οµοια για το ϕάσµα
ϕάσης, το οποίο είναι σταθερό και ίσο µε −π

2 για τις ϑετικές περιττές συχνότητες, ενώ είναι µηδέν για τις ϑετικές άρτιες
συχνότητες, και ίσο µε π

2 για τις αρνητικές περιττές συχνότητες (και πάλι µηδέν για τις αρνητικές άρτιες συχνότητες).
Καταλαβαίνετε το γιατί ; Σχεδιάστε τα ! :-)

5 ΄Οµως...

Είδαµε – στη ϑεωρία σας και εδώ – µια µέθοδο αναπαράστασης ενός περιοδικού σήµατος ως ένα άθροισµα εκθετικών ση-
µάτων των οποίων οι συχνότητες είναι ακέραια πολλαπλάσια µιας ϑεµελιώδους. Αυτή η αναπαράσταση (σειρά Fourier),
καθώς και τα συµπεράσµατά της, είναι πολύτιµη σε πολλές εφαρµογές. ΄Οµως, έχει τα παρακάτω µειονεκτήµατα:

1. Η σειρά Fourier µπορεί να χρησιµοποιηθεί µόνο για περιοδικά σήµατα. ΄Ολα όµως τα σήµατα στην πράξη είναι
µη περιοδικά (ϑυµηθείτε ότι ένα περιοδικό σήµα ξεκινά από το −∞).

2. Η τεχνική αυτή µπορεί να εφαρµοστεί σε ασυµπτωτικά ευσταθή συστήµατα, αλλά όχι τόσο εύκολα σε ασταθή ή
οριακά ευσταθή συστήµατα.

Το πρώτο µειονέκτηµα µπορεί να υπερκεραστεί µε την αναπαράσταση µη περιοδικών σηµάτων ως άθροισµα εκθετικών
σηµάτων. Αυτό δεν είναι άλλο από τον περίφηµο µετασχηµατισµό Fourier, που ϑα δείτε σύντοµα. Το δεύτερο µειονέ-
κτηµα µπορεί να υπερκεραστεί µε τη χρήση εκθετικών της µορφής e−st, όπου το s δεν είναι απαραίτητα ίσο µε j2πkf0,
αλλά µπορεί να πάρει κι άλλες τιµές. Αυτή τη γενίκευση ϑα τη δείτε λίγο αργότερα, στον περίφηµο µετασχηµατισµό
Laplace. ;-)


