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΄Ασκηση 1 - Μετασχηµατισµός Fourier και Ιδιότητες Ι

Βρείτε το µετασχ. Fourier του σήµατος που ϕαίνεται στο Σχήµα 1 µε τους ακόλουθους τρόπους :
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Σχήµα 1: Σχήµα ΄Ασκησης 1.

(αʹ) Χρησιµοποιώντας τον ορισµό.

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε ότι 1− cos(2θ) = 2 sin2(θ).

(ϐʹ) Χρησιµοποιώντας τα γνωστά σας Ϲεύγη µετασχ. Fourier που γνωρίζετε και την ιδιότητα της µετατόπισης.

(γʹ) Χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες της παραγώγισης και µετατόπισης.

Λύση:

αʹ) Είναι

X(f) =

∫ 0

−T
Ae−j2πftdt+

∫ T

0
(−A)e−j2πftdt (1)

= A
1

−j2πf
e−j2πft

]0
−T
− A

−j2πf
e−j2πft

]T
0

(2)

= − A

j2πf
(1− ej2πfT ) +

A

j2πf
(e−j2πfT − 1) (3)

=
A

j2πf
(e−j2πfT − 1− 1 + ej2πfT ) (4)

=
A

j2πf
(2 cos 2πfT − 2) =

A

j2πf

(
− 4 sin2(πfT )

)
(5)

= − 2A

jπf
sin2(πfT ) =

2Aj

πf
sin2(πfT ) (6)



Εφαρµοσµένα Μαθηµατικά για Μηχανικούς - 2020-21/Πέµπτο Φροντιστήριο 2

ϐʹ) Παρατηρούµε ότι το σχήµα περιλαµβάνει 2 τετραγωνικούς παλµούς στις ϑέσεις t = ±T
2 , µε πλάτος Α και διάρκεια

Τ ο καθένας.

Γνωρίζουµε ότι

Arect
( t± t0

T

)
F←→ AT sinc(fT )e±j2πft0

΄Αρα

x(t) = Arect
( t+ T

2

T

)
−Arect

( t− T
2

T

)
F←→ X(f) = AT sinc(fT )ej2πf

T
2 −AT sinc(fT )e−j2πf T

2 (7)

= AT sinc(fT )(ejπfT − e−jπfT ) (8)
= AT sinc(fT )2j sin(πfT ) (9)

= AT
sin(πfT )

πfT
2j sin(πfT ) (10)

=
2Aj

πf
sin2(πfT ) (11)

γʹ) Αν παραγωγίσουµε το x(t), ϑα έχουµε:

Το σήµα παραπάνω γράφεται ως :

dx(t)

dt
= Aδ(t+ T )− 2Aδ(t) +Aδ(t− T )

κι έχει M.F. ως

F
{dx(t)

dt

}
= Aej2πfT − 2A+Ae−j2πfT (12)

= 2A cos(2πfT )− 2A = −4A sin2(πfT ) (13)

Η ιδιότητα της παραγώγισης µας δίνει ότι

F
{dx(t)

dt

}
= −4A sin2(πfT ) = j2πfX(f)⇐⇒ X(f) =

−4A sin2(πfT )

j2πf
= −2Aj

πf
sin2(πfT ) (14)
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΄Ασκηση 2 - ∆υικότητα

Χρησιµοποιήστε την ιδιότητα της δυικότητας για να δείξετε ότι

(αʹ)
1

2
δ(t) +

j

2πt
←→ u(f)

(ϐʹ) δ(t+ T ) + δ(t− T )←→ 2 cos(2πfT )

(γʹ) δ(t+ T )− δ(t− T )←→ 2j sin(2πfT )

Λύση:

αʹ) Ξέρουµε ότι

u(t)
F←→ 1

2
δ(t) +

1

j2πf
⇒ u(−t) F←→ 1

2
δ(t)− 1

j2πf

Από δυϊκότητα:
1

2
δ(t)− 1

j2πt

F←→ u
(
− (−f)

)
= u(f)

;ρα
1

2
δ(t)− 1

j2πt
=

1

2
δ(t) +

j

2πt

F←→ u(f)

ϐʹ) Ξέρουµε ότι
2 cos(2πTt)

F←→ δ(f − T ) + δ(f + T )

Από δυϊκότητα:
δ(t− T ) + δ(t+ T )

F←→ 2 cos
(
2πT (−f)

)
= 2 cos(2πfT )

γʹ) Ξέρουµε ότι
2j sin(2πTt)

F←→ δ(f − T )− δ(f + T )

Από δυϊκότητα:

δ(t− T )− δ(t+ T )
F←→ 2j sin

(
2πT (−f)

)
= −2j sin(2πfT ) =⇒ (15)

δ(t+ T )− δ(t− T )
F←→ 2j sin(2πfT ) (16)

΄Ασκηση 3 - Μετασχηµατισµός Fourier και Ιδιότητες - ΙΙ

Χρησιµοποιήστε τις ιδιότητες και τους πίνακες µε Ϲεύγη µετασχ. Fourier των σηµειώσεών σας για να υπολογίσετε το
µετασχ. Fourier των παρακάτω σηµάτων:

(αʹ) x(t) = sin(2πt)e−tu(t)

(ϐʹ) x(t) = te−3|t−1|

(γʹ) x(t) =
2 sin(3πt)

πt

sin(2πt)

πt

(δʹ) x(t) =
d

dt
(te−2t sin(t)u(t))

(εʹ) x(t) =

∫ t

−∞

sin(2πτ)

πτ
dτ
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(ϛʹ) x(t) = e−t+2u(t− 2)

(Ϲʹ) x(t) =
sin(t)

πt
∗ d

dt

sin(2t)

πt

Λύση:

(αʹ) Από πίνακα Ϲευγών: X(f) =
2π

(1 + j2πf)2 + 4π2

(ϐʹ) Είναι x(t) = te−3|t−1|, και

� s(t) = e−3|t| F←→ S(f) =
6

9 + 4π2f2

� w(t) = s(t− 1)
F←→W (f) = e−j2πfS(f)

� x(t) = tw(t)
F←→ X(f) =

j

2π

dW (f)

df

΄Αρα:

X(f) =
j

2π

d

df

[
e−j2πf 6

9 + 4π2f2

]
(17)

=
j

2π

(
− 12jπe−j2πf

9 + 4π2f2
− 48π2fe−j2πf

(9 + 4π2f2)2

)
(18)

(γʹ) Είναι x(t) = 2
sin(3πt)

πt

sin(2πt)

πt

� s(t) =
sin(3πt)

πt
= 3sinc(3t)

F←→ S(f) = rect

(
f

3

)
=

{
1, −3

2 < f < 3
2

0, αλλού

� w(t) =
sin(2πt)

πt
= 2sinc(2t)

F←→W (f) = rect

(
f

2

)
=

{
1, −1 < f < 1
0, αλλού

΄Αρα

x(t) = 12sinc(3t)sinc(2t) = s(t)w(t)
F←→ X(f) = W (f) ∗ S(f) = 12rect

(
f

3

)
∗ rect

(
f

2

)
(19)

(δʹ) Είναι x(t) =
d

dt
te−2t sin(t)u(t) =

d

dt

[
te−2tu(t)

ejt − e−jt

2j

]
� s(t) = te−2tu(t)

F←→ S(f) =
1

(2 + j2πf)2

� w1(t) = ejts(t)
F←→W1(f) = S

(
f − 1

2π

)
� w2(t) = e−jts(t)

F←→W2(f) = S

(
f +

1

2π

)
� x(t) =

d

dt

1

2j
[w1(t) + w2(t)]

F←→ X(f) = πf (W1(f) +W2(f))
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΄Αρα

X(f) = πf

(
1

(2 + j2π(f − 1
2π ))

2
− 1

(2 + j2π(f + 1
2π ))

2

)
(20)

(εʹ) Είναι x(t) =
∫ t

−∞

sin(2πτ)

πτ
dτ

� s(t) =
sin(2πτ)

πτ
= 2sinc(2τ)

F←→ S(f) = rect

(
f

2

)
=

{
1, −1 < f < 1
0, αλλού

� x(t) =

∫ t

−∞
s(τ)dτ

F←→ X(f) =
1

j2πf
S(f) +

S(0)

2
δ(f)

΄Αρα

X(f) =


1
2 , f = 0
1

j2πf , |f | < 1

0, αλλού
(21)

(ϛʹ) Είναι x(t) = e−t+2u(t− 2)

� s(t) = e−tu(t)
F←→ S(f) =

1

1 + j2πf

� x(t) = s(t− 2)
F←→ X(f) = e−j4πfS(f)

΄Αρα

X(f) = e−j4πf 1

1 + j2πf
(22)

(Ϲʹ) Είναι x(t) =
sin(t)

πt
∗ d

dt

sin(2t)

πt

� s(t) =
sin(t)

πt
=

sin(π t
π )

πt
=

sin(π t
π )

π2( t
π )

=
1

π
sinc

(
1

π
t

)
F←→ S(f) = rect

(
f
1
π

)
=

{
1, − 1

2π < f < 1
2π

0, αλλού

� w(t) =
sin(2t)

πt
= 2

sin(2π t
π )

2πt
= 2

sin(2π t
π )

2π2( t
π )

=
2

π
sinc

(
2

π
t

)
F←→W (f) = rect

(
f
2
π

)
=

{
1, − 1

π < f < 1
π

0, αλλού

� z(t) =
d

dt
w(t)

F←→ Z(f) = j2πfW (f)

� x(t) = s(t) ∗ z(t) F←→ X(f) = S(f)Z(f) = j2πfW (f)S(f)

΄Αρα

X(f) =

{
j2πf, |f | < 1

2π
0, αλλού

(23)

΄Ασκηση 4 - Μετασχηµατισµός Fourier και Ιδιότητες - ΙΙΙ

΄Εστω X(f) ο µετασχ. Fourier του σήµατος x(t), το οποίο ϕαίνεται στο Σχήµα 2.

(αʹ) Ο µετασχηµατισµός µπορεί να γραφεί στη µορφή A(f)ejΘ(f), µε A(f) και Θ(f) πραγµατικές συναρτήσεις. Βρείτε
τη Θ(f).

(ϐʹ) Υπολογίστε το X(0).
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Σχήµα 2: Σήµα x(t) ΄Ασκησης 4.

(γʹ) Υπολογίστε το
∫ +∞

−∞
X(f)df .

(δʹ) Υπολογίστε το
∫ +∞

−∞
2X(f)

sin(2πf)

2πf
ej4πfdf .

(εʹ) Υπολογίστε το
∫ +∞

−∞
|X(f)|2df .

Λύση:

(αʹ) Αν το x(t) ήταν ως :

Σχήµα 3: Μετατοπισµένο σχήµα ’σκησης 4.

τότε λόγω άρτιας συµµετρίας ϑα είχε µηδενική ή σταθερή ϕάση. Η µετατόπιση δεξιά κατά t0 = 1 ϑα του δώσει
ϕάση Θ(f) = −2πf , σύµφωνα µε την ιδιότητα της µετατόπισης.

(ϐʹ) X(0) =

∫ +∞

−∞
x(t)e−j2π·0·tdt =

∫ +∞

−∞
x(t)dt = Εµβαδό x(t) = 7

(γʹ)
∫ +∞

−∞
X(f)df =

∫ +∞

−∞
X(f)e−j2πf ·0 = x(0) = 2

(δʹ) ΄Εστω Y (f) =
2 sin(2πf)

2πf
ej2π2f

F←→ y(t) = rect
( t+ 2

2

)
, οπότε :

∫ +∞

−∞
X(f)Y (f)df = x(t) ∗ y(t)

∣∣∣
t=0

=
7

2

(εʹ)
∫ +∞

−∞
|X(f)|2df =

∫ +∞

−∞
x2(t)dt = 13


