
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΚΡΗΤΗΣ
Τµήµα Επιστήµης Υπολογιστών

HY-215: Εφαρµοσµένα Μαθηµατικά για Μηχανικούς

Εαρινό Εξάµηνο 2020-21

∆ιδάσκοντες: Γ. Στυλιανού, Γ. Καφεντζής

Τέταρτο Φροντιστήριο

[?] ΄Ασκηση 1 - Σειρά Fourier Ι

΄Εστω το περιοδικό σήµα x(t) = | cos(πt)|.

(αʹ) Σχεδιάστε µερικές περιόδους του και ϐρείτε τη ϐασική του περίοδο T0.

(ϐʹ) Υπολογίστε αναλυτικά την εκθετική Σειρά Fourier.

(γʹ) Σχεδιάστε το ϕάσµα πλάτους και το ϕάσµα ϕάσης χρησιµοποιώντας µόνο τα k = ±4,±3,±2,±1, 0.

Λύση:

(αʹ) Η περίοδος του σήµατος είναι T0 = 1, δείτε το Σχήµα 1.

Σχήµα 1: Σχήµα ΄Ασκησης 1α.

.

(ϐʹ) ΄Εχουµε

X0 =
1

T0

∫ 1/2

−1/2
x(t)dt =

∫ 1/2

−1/2
cos(πt)dt =

1

π
sin(πt)

]1/2
−1/2

=
1

π
(1− (−1)) = 2

π
(1)
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και

Xk =
1

T0

∫ 1/2

−1/2
x(t)e−j2πk/T0tdt =

∫ 1/2

−1/2
cos(πt)e−j2πktdt (2)

=
1

2

∫ 1/2

−1/2
ejπte−j2πktdt+

1

2

∫ 1/2

−1/2
e−jπte−j2πktdt (3)

=
1

2

∫ 1/2

−1/2
e−jπ(2k−1)tdt+

1

2

∫ 1/2

−1/2
e−jπ(2k+1)tdt (4)

=
1

2

1

−jπ(2k − 1)
e−jπ(2k−1)t

]1/2
−1/2

+
1

2

1

−jπ(2k + 1)
e−jπ(2k+1)t

]1/2
−1/2

(5)

= − 1

j2π(2k − 1)
(e−jπ(2k−1)/2 − ejπ(2k−1)/2)− 1

j2π(2k + 1)
(e−jπ(2k+1)/2 − ejπ(2k+1)2) (6)

= − 1

j2π(2k − 1)
(−2j sin(π(2k − 1)/2))− 1

j2π(2k + 1)
(−2j sin(π(2k + 1)/2)) (7)

=
sin(π(2k − 1)/2)

π(2k − 1)
+

sin(π(2k + 1)/2)

π(2k + 1)
(8)

(γʹ) Το ϕάσµα πλάτους και ϕάσης ϕαίνεται στο Σχήµα 2.

Σχήµα 2: Σχήµα ΄Ασκησης 1γ.

.

΄Ασκηση 2 - Σειρά Fourier ΙΙ

΄Εστω το περιοδικό σήµα x(t) µε περίοδο T0, που ϕαίνεται στο Σχήµα 3. Βρείτε

(αʹ) την περίοδό του, T0

(ϐʹ) τους συντελεστές Fourier του, Xk

Λύση:

(αʹ) Προφανώς η περίοδος του σήµατος είναι T0 = 3.

(ϐʹ) Το σήµα µπορεί να χωριστεί σε άθροισµα δυο υπο-σηµάτων, του

x1(t) =

+∞∑
k=−∞

δ(t− 3k − 1) (9)
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Σχήµα 3: Περιοδικό Σήµα ΄Ασκησης 2.

που αποτελεί τις συναρτήσεις δέλτα µε ϑετικό ‘‘πλάτος ’’, και του

x2(t) = −
+∞∑

k=−∞
δ(t− 3k + 1) (10)

που αποτελεί τις συναρτήσεις δέλτα µε αρνητικό ‘‘πλάτος ’’. Αµφότερα είναι χρονικές µετατοπίσεις του γνωστού
σήµατος

x(t) =
+∞∑

k=−∞
δ(t− kT0)←→ Xk =

1

T0
(11)

µε T0 = 3, και αναπτύσσονται σε σειρά Fourier σύµφωνα µε την ιδιότητα της χρονικής µετατόπισης

x(t− t0)←→ Xke
−j2πkf0t0 (12)

ως

X1k =
1

3
e−j2πk/3 (13)

X2k = −
1

3
ej2πk/3 (14)

Οπότε το συνολικό σήµα ϑα έχει συντελεστές Fourier

Xk = X1k +X2k =
1

3
e−j2πk/3 − 1

3
ej2πk/3 = −2j

3
sin(2πk/3) =

2

3
e−jπ/2 sin

(2πk
3

)
(15)

Παρατηρήστε ότι στη συγκεκριµένη περίπτωση, το X0 προκύπτει από τον τύπο του Xk (δηλ. µπορούµε να
ϑέσουµε k = 0 στη σχέση που ϐρήκαµε και να πάρουµε έναν αριθµό - µηδέν, εν προκειµένω).

΄Ασκηση 3 - Σειρές Fourier - Ιδιότητες

΄Εστω ότι για ένα περιοδικό σήµα x(t) µας δίνονται οι παρακάτω πληροφορίες :

• είναι πραγµατικό και περιττό

• έχει περιόδο T0 = 2 και συντελεστές Fourier Xk

• ισχύει Xk = 0 για |k| > 1

• ισχύει
1

2

∫ 2

0
|x(t)|2dt = 1
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Βρείτε δυο σήµατα που ικανοποιούν τις παραπάνω προδιαγραφές.

Λύση:
Αφού το σήµα είναι πραγµατικό, έχει συντελεστές Xk µόνο για |k| ≤ 1, και έχει T0 = 2, ϑα είναι της µορφής

x(t) = X∗1e
−j2π 1

2
t +X0 +X1e

j2π 1
2
t (16)

Επιπλέον, αφού είναι περιττό, γνωρίζουµε από τον πίνακα ιδιοτήτων ότι οι συντελεστές Xk ϑα είναι καθαρά ϕαντα-
στικοί αριθµοί και περιττοί ως προς k, δηλ.

Xk = −X−k (17)

όπως επίσης και X0 = 0. Από τη σχέση του ολοκληρώµατος - που αποτελεί το ϑεώρηµα του Parseval - ϑα έχουµε

1

2

∫ 2

0
|x(t)|2dt = 1⇐⇒

1∑
k=−1

|Xk|2 = 1⇐⇒ 2|X1|2 + |X0|2 = 1 (18)

⇐⇒ 2|X1|2 = 1 (19)

⇐⇒ |X1| =
1√
2

(20)

⇐⇒ X1 = ±j
1√
2

(21)

(22)

΄Ετσι, αν X1 = j 1√
2
, τότε −X−1 = X1 = j 1√

2
, και αν X1 = −j 1√

2
, τότε −X−1 = X1 = −j 1√

2
. Τέλος, λόγω του ότι το

σήµα είναι πραγµατικό, ισχύει Xk = X∗−k. ΄Αρα τα δυο σήµατα που ικανοποιούν τα παραπάνω είναι τα

x1(t) =
j√
2
ejπt − j√

2
e−jπt = −

√
2 sin(πt) (23)

x2(t) = −
j√
2
ejπt +

j√
2
e−jπt =

√
2 sin(πt) (24)

µέσω των σχέσεων του Euler.


