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΄Ασκηση 1 - ∆ιαφορικές εξισώσεις

Υπολογίστε την απόκριση µηδενικής εισόδου για το παρακάτω συύστηµα και τις αρχικές του συνθήκες.

d2

dt2
y(t) + 7

d

dt
y(t) + 10y(t) = x(t) +

d

dt
x(t), µε y(0−) = 2, y′(0−) = −2 (1)

Τι παρατηρείτε ότι συµβαίνει όταν t→ +∞; Μπορείτε να το χαρακτηρίσετε ως προς την ευστάθειά του ;

Λυση:
Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο είναι το

λ2 + 7λ+ 10

και οι χαρακτηριστικές ϱίζες του είναι οι λ1 = −2, λ2 = −5. ΄Αρα η απόκριση µηδενικής εισόδου ϑα είναι της
µορφής

yzi(t) = c1e
−2t + c2e

−5t, t > 0

Η παράγωγος είναι
d

dt
yzi(t) = −2c1e−2t − 5c2e

−5t

και από τις αρχικές συνθήκες έχουµε
y(0−) = c1 + c2 = 2

y′(0−) = −2c1 − 5c2 = −2

Το παραπάνω σύστηµα έχει λύση
c1 = 8/3, c2 = −2/3

΄Αρα η απόκριση µηδενικής εισόδου δίνεται ως

yzi(t) =
8

3
e−2tu(t)− 2

3
e−5tu(t)

Το σύστηµα είναι ευσταθές γιατί όταν t→∞, η απόκριση µηδενικής εισόδου αποτελείται από ϕθίνοντα εκθετικά,
δηλ. ‘‘σβήνει’’ στο µηδεν. Αυτό επιβεβαιώνεται από τις χαρακτηριστικές ϱίζες, που είναι αρνητικές, και ξέρουµε
ότι συνθήκη ευστάθειας ενός συστήµατος που περιγράφεται από διαφορικές εξισώσεις είναι λi < 0, ∀i.

΄Ασκηση 2 - Κρουστική Απόκριση

Υπολογίστε την κρουστική απόκριση του

d2

dt2
y(t)− 3

d

dt
y(t) + 2y(t) = x(t)− d

dt
x(t) (2)

Τι παρατηρείτε ότι συµβαίνει στις κρουστικές αποκρίσεις όταν t→ +∞; Μπορείτε να τα χαρακτηρίσετε ως προς
την ευστάθειά τους ;
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Λύση:
Εστω η διαφορική εξίσωση

d2

dt2
y(t)− 3

d

dt
y(t) + 2y(t) = x(t)

και έστω ho(t) η κρουστική της απόκριση. ΄Εχουµε

d2

dt2
ho(t)− 3

d

dt
ho(t) + 2ho(t) = δ(t)

η οποία ανάγεται στην
d2

dt2
ho(t)− 3

d

dt
ho(t) + 2ho(t) = 0

µε αρχικές συνθήκες ho(0+) = 0, h′o(0+) = 1. Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο είναι το

λ2 − 3λ+ 2

και οι χαρακτηριστικές ϱίζες του είναι οι λ1 = 2, λ2 = 1. ΄Αρα η κρουστική απόκριση ϑα είναι της µορφής

ho(t) = c1e
t + c2e

2t, t > 0

Η παράγωγος είναι
d

dt
ho(t) = c1e

t + 2c2e
2t

και από τις αρχικές συνθήκες έχουµε
h(0+) = c1 + c2 = 0

h′(0+) = c1 + 2c2 = 1

Το παραπάνω σύστηµα έχει λύση
c1 = −1, c2 = 1

΄Αρα η κρουστική απόκριση ho(t) δίνεται ως

ho(t) = (−et + e2t)u(t)

Τέλος, η κρουστική απόκριση του αρχικού συστήµατος δίνεται ως

h(t) = ho(t)−
d

dt
ho(t) = −etu(t) + e2tu(t) +

d

dt
etu(t)− d

dt
e2tu(t)

= −etu(t) + e2tu(t) + etu(t) + etδ(t)− 2e2tu(t)− e2tδ(t)
= e2tu(t) + δ(t)− 2e2tu(t)− δ(t)
= −e2tu(t)

Το σύστηµα είναι ασταθές γιατί όταν t → ∞, η απόκριση µηδενικής εισόδου ‘‘φεύγει’’ στο άπειρο. Αυτό επιβε-
ϐαιώνεται από τις χαρακτηριστικές ϱίζες που είναι ϑετικές.

΄Ασκηση 3 - Συνέλιξη

Υπολογίστε τη συνέλιξη µεταξύ των σηµάτων x(t) = 6e−tu(t) και h(t) = 2u(t).

Λύση:
΄Εχουµε

y(t) = h(t) ∗ x(t) =
∫ +∞

−∞
6e−τu(τ)2u(t− τ)dτ

= 12

∫ +∞

−∞
e−τu(τ)u(t− τ)dτ = 12

∫ t

0
e−τdτ
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αφού
u(τ)u(t− τ) = 1

για 0 < τ < t. Οπότε

y(t) = 12

∫ t

0
e−τdτ = 12(−e−τ )

]t
0

= 12(−e−t + 1) = 12(1− e−t), t > 0

Οπότε

y(t) =

{
0, t < 0
12(1− e−t), t > 0

΄Ασκηση 4 - Φάσµατα

I. Σχεδιάστε το ϕάσµα πλάτους και το ϕάσµα ϕάσης του σήµατος

x(t) = −2 + 2 cos(2π100t+ π/3)− sin(2π250t+ π/4) (3)

δείχνοντας αναλυτικά τα ϐήµατά σας.

II. Σας δίνονται τα παρακάτω ϕάσµατα πλάτους και ϕάσης.

Σχήµα 1: Φάσµατα ΄Ασκησης 2.

Βρείτε το σήµα στο χρόνο x(t) στο οποίο αντιστοιχούν.

Λύση:

(I) ΄Εχουµε

x(t) = −2 + 2 cos(2π100t+
π

3
)− sin(2π250t+

π

4
)

= 2ejπ + ej
π
3 · e−j2π100t + e−j

π
3 · e−j2π100t − 1

2j
ej

π
4 · ej2π250t + 1

2j
e−j

π
4 · e−j2π250t

= 2ejπ + ej
π
3 · e−j2π100t + e−j

π
3 · e−j2π100t + 1

2
ej

π
2 · ej

π
4 · ej2π250t + 1

2
e−j

π
2 · e−j

π
4 · e−j2π250t

= 2ejπ + ej
π
3 · ej2π100t + e−j

π
3 · e−j2π100t + 1

2
ej

3π
4 · ej2π250t + 1

2
e−j

3π
4 · e−j2π250t

και άρα τα ϕάσµατα ϑα είναι όπως στο Σχήµα 2 και 3.

(II) Από τα ϕάσµατα, έχουµε

x(t) =
3

2
ej

π
4 · e−j2π150t + 3

2
e−j

π
4 · ej2π150t + 4e−jπ · ej2π50t + 4ejπ · e−j2π50t (4)

= 3 cos(2π150t− π

4
) + 8 cos(2π50t− π) (5)
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Σχήµα 2: Φασµα Πλάτους ΄Ασκησης 4-Ι

Σχήµα 3: Φάσµα Φάσης ΄Ασκησης 4-Ι


